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Resumen

Este problemario es un compendio de ejercicios tanto propuestos como recopiladors por los
autores an los ultimos afios. Dichos ejercicios fueron revisados y colocados en orden de
acuerdo a los topicos del curso. Aunque la revision fue exhaustiva, no esta excenta de
posibles correcciones, las cuales haremos gustosamente con el valioso aporte que el lector
critico pueda hacer del mismo; por lo que esperamos de estudiantes, preparadores y
profesores, que nos hagan llegar sus observaciones y sugerencias.
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I - PROBLEMAS DE CONTEOQ (Coeficientes Elementales de Conteo)

1) Demuestre que si A es un conjunto tal que |A|]=n < «, entonces P(A) y {0,1}* (el conjunto de las
funciones de A en {0,1} tienen el mismo numero de elementos).

2) ¢ Cual es el numero de relaciones que pueden establecerse entre A y B, dos cojuntos finitos?

3) Se dispone de m colores para pintar n casillas ordenadas. ¢ De cuantas maneras diferentes se
pueden pintar las casillas?

4) ; Cuantas secuencias de ceros y unos existen tales que contienen m ceros y n unos?

5) Se tiene el siguiente grafo:

el e4
v2 e3 v4

a2 e5

v3
Hallar el nimero de formas de pintar los vértices, si se dispone de n colores, y se quiere que dos
vértices adayacentes no tengan el mismo color. (Dos vértices son adyacentes sii existe una arista
e; que los une).

6) ¢ Cual es el numero de funciones ("mappings") posibles de A en B (A, B finitos)?

7) Suponiendo que las funciones de A en B (A, B finitos) deban asociar todos los elementos de B a
elementos de A, entonces

a) Si |B| = |A| las funciones de A en B deben ser:
_Inyectivas _ Sobreyectivas _Biyectivas

b) Igual a a) si |B| < |A|
c) Igual a a) si |B| > |A|

8) ¢ De cuantas maneras se puede cambiar un billete de 10 Bs. en billetes 0 monedas de menor
denominacién (5, 2, 1, 0.5, 0.25)?

9) ¢ Cuantos enteros entre 100 y 999, ambos inclusive, son impares y tienen todas sus cifras
diferentes?

10) ¢,Cuantos caminos hay desde un vértice de un cubo al vértice opuesto, si cada camino posible
debe usar 3 de las 12 aristas del cubo?

11) ¢, De cuantas maneras pueden pintarse los lados de un rectangulo con 3 colores, de forma que
lados adyacentes tengan colores diferentes?



12) Si X es un conjunto de posiciones numeradas 1,2,...n y A es un conjunto de letras (m letras) a
ser colocadas es esas posiciones,

a)¢,De cuantas maneras se pueden colocar las m letras de A en los n lugares de X?
b)¢ De cuantas maneras se pueden colocar las letras en los n lugares sin repetir letras?

13) ¢ De cuantas maneras se pueden colocar m objetos en n cajas, colocando un objeto por caja?
14) ¢ Cuantas formas hay de colocar m banderas en n astas?

15) ¢, Cuantos subconjuntos de tres letras pueden escogerse de las 28 letras del alfabeto, de
manera que ningun grupo de dos letras de las tres del subconjunto sean consecutivas en el
alfabeto?

16) ¢ De cuantas maneras se pueden sentar n personas en una mesa redonda?
17) Problema anterior con la siguiente restriccion: ciertas 2 personas no pueden sentarse juntas

18) Hay k libros sobre una repisa, m rojos y el resto verdes. Indique las formas diferentes en que
se pueden ordenar los libros en la repisa en c/u de las siguientes situaciones:

a)Sin restricciones

b)Los libros rojos deben ir juntos y los verdes deben ir juntos

c)Los libros rojos deben ir juntos y los verdes pueden o no ir juntos

d)No pueden colocarse juntos dos libros del mismo color.

19) ¢ Cual es el numero de secuencias decrecientes de tamafo n sobre el alfabeto {1,2,3, ..., n}?
(n<m).

20) De los numeros entro 0y 1001, ;Cuantos contienen el digito 1 al menos una vez? ;Cuantos
dos veces?

21) De los numeros entre 1y 300 (ambos inclusive), ¢ De cuantas maneras pueden escogerse tres
numeros distintos entre si y sin importar el orden, tal que la suma de éstos sea multiplo de 37
Sugerencia: Notar que el conjunto X = {1,2,3,...300} se puede particionar en los conjuntos X, 0 <<
2,X;={j e X/i=jmod 3}

22) ¢ Cuantas secuencias de longitud n sobre el alfabeto {0,1,2}, contienen al menos un 0, al
menos un 1y al menos un 2?

23) Considere el siguiente mapa de una urbanizacion:

m
]

O
¢ De cuantas maneras distintas puede irse del punto O al punto A, considerando que el
desplazamiento siempre es hacia el punto A?




24) ; De cuantas maneras pueden escogerse n objetos distintos de un grupo de 2n objetos,
sabiendo que exactamente n de ellos son de un mismo tipo (p.ej. manzanas, peras, ...)?

25)a)¢ Cuantas funciones de verdad hay de {V,F}" en {V,F}
b)Una funcién autodual es tal que

f(ay,...,a,)="1(a1,...,an)
¢ Cuantas hay?
c)Una funcién simétrica es tal que
f(a4,...a,) = f(cualquier permutacion de a;'s)
¢ Cuantas hay?

26)¢,Cual es el numero de subconjuntos de A={1,2, ... n} que contienen exactamente k elementos
de los cuales no hay dos que sean enteros consecutivos?

n
27) Hallar el numero de vectores a = (ay,...,a,) tal que ¢; € {0,1} y Za,- =k.
i=1

28) Del total de 10" enteros de n digitos, dos digitos son considerados equivalentes si uno puede
ser obtenido por un permutacion de los digitos del otro.
a)¢,Cuantos enteros no equivalentes hay?
b)Si los digitos 0 y 1 pueden aparecer a lo sumo una vez, ;Cuantos enteros no
equivalentes hay?

29) ¢ Cuantas soluciones en enteros positivos tiene la ecuacion x; + x, + ... + X, =m, m > k?

30) Encontrar el niumero de soluciones enteras de la ecuacion x,+x,+x5=15 que satisfagan las
siguientes restricciones:

1<x,<5

1< x,<6

1< x5<8

31) ¢ Sean n,r,m tres enteros (r<m). Sea R un subconjunto de {1,2, ... m} con |R| = r. Queremos
hallar el numero de soluciones enteras de la ecuacion

X+ Xo+ .+ Xp=n
sujeto a:

Vie R x;>1

Vi S {1,2, ,m}-RX,-ZO

32) En el total de 4" secuencias cuaternarias {0,1,2,3} de n digitos, ¢ Cuantas tienen un nimero par
de ceros? ;Cuantas un numero par de ceros y unos?

33) Determinar el numero de palabras binarias (formadas por {0,1}) que contienen p ceros, sin dos
ceros consecutivos y n unos.

Il - PRINCIPIO DE DESIGUALDAD

1) Mostrar que, en el conjunto [2n] = {1,2,3, ... ,2n}, todo subconjunto de cardinalidad mayor o igual
a n+1, contiene dos enteros p y q tales que p = 2'q (con r > 0)

Sugerencia: recordar que a todo entero x le corresponde uno y solo un entero impar y tal que x =
2y, r>0.

2) Once ingenieros trabajan en un proyecto secreto. Los documentos estan encerrados en un cofre
que posee un cierto numero de cerraduras. El cofre puede abrirse solamente si 6 ingenieros, al



menos, estan presentes. ¢ Cual es numero minimo de cerraduras que deben instalarse? ;Cual es
el numero minimo de llaves que deben darse a cada ingeniero?
Sugerencia: notar que ningun grupo de 5 ingenieros debe poder abrir el cofre.

Il - MANIPULACION DE SUMAS

1) Hacer los siguientes ejercicios del Knuth, Vol. 1: 0, 1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17,
20, 22, 25, 29, 31, 37, 38.

2) ¢ De cuantas maneras pueden escogerse 1 0 mas estudiantes de 6 elegibles?

3) Encuentre el numero de secuencias binarias de longitud n en las cuales cada 1 es adyacente a
otro 1.

4) Hallar el numero de palabras de longitud mxn que se pueden construir a partir de un alfabeto de
tamano n, en la que cada letra aparece m veces.

IV - COEFICIENTES BINOMIALES Y MULTINOMIALES

1) Mostrar que (k!)! es divisible por (k!)(x-1)! k>0.

2) Usar un argumento combinatorio para probar que
(2n)! (3n)

o y (2737) son enteros.

3) Probar combinatoriamente que

2=3(k)

k=0

4) Mostrar por un argumento combinatorio que

(551)-(3)+ (5 )" )+ ()



5) Probar combinatoriamente, que si

(',777) : numero de maneras de escoger n objetos de un grupo de m objetos (n<m), entonces:
a) (7)=("5)+(7 1
(5 )=(m)=1
C)(,r?) = ( mn:,n

6) a) Probar la identidad 1x1! + 2x2! + 3x3! + ... + nxn! = (n+1)! - 1
b) Mostrar que cualquier entero m > 0, puede expresarse univocamente en la siguiente forma
(representacion factorial):
m=aAl+a2l+az3!+ ... +ail+..(con0<a;<iVi)

7) Mostrar que:
ayn(7)=n(7-1)
b) (,:l’)"'2 (g)+ .. +N (Z)=nx2”'1

: n .
8) Para cualquier n, mostrar que (k) es maximo cuando:

n-1 n+1 .
k=——, —— sinesimpar
2 2

k:ﬂ sin es par
2

9) Mostrar que:
r\(m r\f r-k
(7 (%) =C)m
10) Hallar una forma cerrada para

> ()

k

11) Calcular

> (kk

0<k<m
12) ¢, Cual es el valor de

Eo(n;"k (zkk)(k_ 1): ?

13) Mostrar que

(k)=50") wer



m
14) a) Si extendemos la definicion de (,-, )para m eR, de la forma

(m)_ m(m-1)...(m-n+1)
nj)= Py )
demostrar que

(7)=cor (")

b) Utilizando a) y la convolucién de Vandermonde, demostrar las siguientes igualdades para
nr,s,mteZ*:

bﬂ)%(i)(nik%(m)
b.2) %(2)(Sﬁk)<-1)k = (n2r)

03 X ((m )Ca")=(750) nas
0<k<r

b.4) (r,_nk)(ksit )(-1)k = (-1)t(rr—_tt—_rfv
0<k<r

IA

IN
IN

k k k
15) Calcular una forma cerrada de Ziz ,ZP y Zi4

i=0 i=0 i=0



16) Probar que:
n
@rran) s Y (nelin, el alr

ny+.+N,=m

V - PRINCIPIO DE INCLUSION-EXCLUSION

1) Resolver el gjercicio 1-29 aplicando el principio de inclusion-exclusion.

2) Sea A un alfabeto de n letras diferentes ¢ Cuantas palabras de longitud 2n pueden formarse
tales que contengan dos veces c/u de las letras del alfabeto y tales que dos letras adyacentes sean
diferentes?

3) Dos profesores en dos materias distintas examinaran 12 estudiantes en 1 hora, 5 minutos por
estudiante. ;De cuantas maneras se puede realizar la programacion de los examenes en forma
que un estudiante no sea examinado simultaneamente por los dos profesores?

4) Determine el nimero de permutaciones de las 26 letras A, B, ... Z, que no contienen los
patrones JUAN, PABLO ni TUCKER

5) Determine el numero de 6rdenes de los enteros entre 1y n en los cuales el entero i no se
encuentra inmediatamente antes del i+1 para i=1,...,n-1.

6) ¢ De cuantas formas se pueden redistribuir los sombreros de n personas de manera que
ninguna persona quede con su propio sombrero?

7) Se tiene dos dados idénticos y se quiere calcular la probabilidad de que ciertas combinaciones
de los dos dados se produzcan cuando se lanza n veces los dados. Combinaciones posibles son,
por ejemplo: 1-1, 1-2, 3-6, que significan respectivamente: los dos dados muestras 1, un dado
muestran 1y el otro muestra 2, un dado muestra 3 y el otro muestra 6. Una jugada consistira en
lanzar los dados n veces y una realizacién de una jugada corresponde a la secuencia de las n
combinaciones de los dados que resultan de los n lanzamientos.

La probabilidad de que a un jugador le salga un conjunto de combinaciones dado(ej.: 1-1, 2-2, 1-2,
etc.) en n lanzamientos de los 2 dados es igual al numero de realizaciones que contienen ese
conjunto dividido entre el numero total de realizaciones.

a) ¢, Con qué conjunto de configuraciones (conjuntos, palabras, producto cartesiano,
palabras monoétonas, etc) de las conocidas por usted podemos establecer una funcion
biyectiva entre ese conjunto y las posibles combinaciones de los dados?

b) Responda la pregunta de la parte a) pero con las posibles realizaciones.

c¢) ¢ Cuantas combinaciones posibles de los dos dados hay? Enumérelas. ; Cuantas
realizaciones hay?

d)Determine el numero de realizaciones que contienen al menos una de las siguientes
combinaciones: 1-1, 2-2, 3-3, 4-4, 5-5, 6-6. Sugerencia: estudie la cardinalidad del
complemento de este conjunto)

e)Determine el numero de realizaciones que contienen el conjunto de combinaciones {1-1,
2-2, 3-3, 4-4, 5-5, 6-6}.



8) Un saldn de clase tiene 2 filas de 8 sillas cada una; se tienen 14 estudiantes de los cuales 5 se
sientan en la primera fila y 4 de ellos siempre se sientan en la fila de atras.  De cuantas formas se
pueden sentar a todos los estudiantes?

9) Una asamblea de 2n+1 representantes estd compuesta de miembros pertenecientes a 3
partidos diferentes. ¢ De cuantas maneras se pueden repartir los puestos de representantes entre
los 3 partidos de forma que una coalicién de dos partidos cualesquiera asegura siempre mayoria
absoluta?

VI - ECUACIONES DE RECURRENCIA

1) Un extraterrestre puede subir una escalera por pasos de 1 o 2 escalones. Establezca una
relacion de recurrencia para E,,, el niumero total de formas en las que el extraterrestre puede subir
una escalera de n escalones.

2) Hallar una relacion de recurrencia para L, el numero maximo de regiones definidas por n rectas
en el plano.

3) Resolver las siguientes ecuaciones de recurrencia:

a)A,-TA.,+10A,,=3" Ap=0,A =1
b) A, -BA,, +9A.,=3 Ap=0,A =1

4) Calcular, usando recurrencia, el niumero de secuencias de largo n en el alfabeto {0,1,2}, que
tienen un numero par de ceros.

5) Suponga que tiene n ciudades distintas y que entre cada par de ciudades hay un puente directo
que las comunica. Establezca y resuelva una relacion de recurrencia para a,,, el nimero total de
puentes directos que enlazan las n ciudades.

6) Calcule el nimero de individuos en la n-ésima generacion previa de una abeja macho (A,,), si se
sabe que las abejas machos nacen de manera asexual de una abeja hembra y las abejas hembras
tiene dos progenitores de diferente sexo.

7) Determine el numero de formas (B,;) de colocar n bloques que pueden ser de color rojo, azul,
blanco o amarillo, de manera que no queden dos bloques rojos adyacentes.

8) Calcule el nUmero minimo de nodos de un arbol AVL de altura n. (Un arbol AVL es aquel arbol
binario en el cual, para cualquier nodo, la diferencia de altura entre los subarboles izquierdo y
derecho es a lo sumo 1).

9) Resuelva las siguientes relaciones de recurrencia:

a)a,=3a,.,-2a,,+3 ag=a;=1
b) a, = 3a,_,-n?-3 ap=1
c)a,=2a,,+n ag=1
d)a, =2a,.,+0.5n2 ap=3

10) Encuentre y resuelva una relaciéon de recurrencia para el numero de formas de colocar
banderas en un asta de n metros, usando 3 tipos de banderas:

i) banderas rojas de dos metros de altura,

ii) banderas amarillas de 1 metro de altura, y

iii) banderas azules de 1 metro de altura.

(No son casos distintos)



11) Sea f(x) la funcion generatriz de a), a4, a,, ... Muestre que f(x)/(1-x) es la funcion generatriz de:
ag, ag*tay, agtasta,,...

12) Dada la siguiente ecuacion de recurrencia:
a,=1+ap+a,+..+a,,+2a,, paran>1ya,=0

a) Encuentre la funcion generatriz de la secuencia a), a4, a, ... (Ayuda: utilice el resultado
de la pregunta anterior)

b) Encuentre una forma cerrada para a,,, para todo n > 0. (Ayuda: recuerde que p(x)/q(x),
donde p(x) y q(x) son polinomios, se puede descomponer como suma de fracciones
simples).

13) Sea a,, el nimero de secuencias de largo n en el alfabeto {a,b,c,d} tales que el patrén "aaa"
ocurre por primera vez en la posicion n. Decimos que un patron de largo m ocurre en la posicion k,
si la subsecuencia en las posiciones (k-(m-1)), (k-(m-2)), ..., k es igual al patrén; y ocurre por
primera vez en la posicion k si para j<k el patrdn no ocurre en j.

Ejemplo: n=10

aabccdaaaa no es una secuencia de las definidas pues el patron "aaa" ocurre por primera
vez en la posicién 9.

aabadddcdd no es una secuencia de las definidas pues el patrén "aaa" no ocurre en la
secuencia.

bbaabacaaa si es una secuencia de las definidas.

Determine una ecuacion de recurrencia para los a,,. Diga a partir de que n es valida la ecuacion y
dé las condiciones iniciales.

14) Calcular, utilizando recurrencia, el nimero de secuencias de largo n en el alfabeto {0,1,2}, que
tienen un numero par de ceros. Dar una forma cerrada.

15) Resolver la ecuacion de recurrencia:
T(n)=bT(n/2)+C(n) b>2,n>2
en los siguientes casos:

ayn=2p Cn)=c
b) n=2p C(n)=c.n

16) Sea C,, el numero de regiones de un plano dividido por n circulos, tales que para cualquier par
de circulos la interseccién es en exactamente 2 puntos. Un punto de interseccion no puede
pertenecer a mas de 2 circulos.

a) Suponga que se ha dibujado (n-1) circulos en el plano siguiendo las restricciones dadas.
¢ Cuantos puntos de interseccion se crean al dibujar un nuevo circulo bajo las mismas
restricciones?

b) Encuentre una f'érmula de recurrencia para C,,. Diga a partir de que n es valida la
ecuacion de recurrencia y de las condiciones iniciales. (Ayuda: vea que relacion existe
entre los puntos de interseccion mencionados en a) y las nuevas regiones que se generan
al dibujar un nuevo circulo.

-10-



17) Una k-particion de n € N, se define como un conjunto de k digitos tales que sumados den n.
Establecer una ecuacion de recurrencia para las k-particiones cuando:

a)Ningun digito puede ser 0 (particion fuerte)

b)Uno o mas digitos pueden ser 0 (particiones débiles)

18) Villa Gallo es una ciudad que es famosa por la gran cantidad de galleras que inundan sus
calles. Se ha estimado que aproximadamente cada dos semanas abre una nueva gallera. Los
habitantes asisten masivamente a las galleras después del trabajo, en busca de un golpe de suerte
que incremente su nivel econdmico.

Cada gallera cobra un bolivar para poder entrar, y ademas cobra un bolivar para salir de la gallera.
El sistema de apuestas es bastante sencillo: Si uno apuesta x bolivares a un gallo, y ese gallo
gana, entonces se recibe el doble de lo que se aposto, es decir 2x; obviamente si el gallo no gana,
no se recibe nada.

Un dia llego a Villa Gallo, el Sr. Yago. El Sr. Yago tiene una habilidad sobrenatural, que le permite
con exactitud saber que gallo va a ganar en una pelea. Como estaba un poco corto de dinero,
decidio visitar algunas galleras. Para no despertar sospechas sobre su habilidad, apostaria
solamente una vez en cada gallera que visitara. Naturalmente siempre apostaria todo el dinero del
que disponia, ya que estaba seguro de que iba a ganar.

a) Determine una relacion de recurrencia para G, la cantidad de bolivares que tiene el Sr.
Yago alsalir de la gallera n. Considere que antes de entrar a la primera gallera, el Sr. Yago
dispone de c bolivares.

b) Calcule una forma cerrada para G,,.

c) Suponga que el Sr. Yago visité 3 galleras, y que al salir de la ultima gallera, resulté que
no tenia dinero. ¢ Cuanto dinero tenia antes de entrar en la primera gallera?

VIl - OPERADORES Y CALCULOS DE DIFERENCIAS
1) Si C es el operador cubo (C(x) = x3), y D es el operador derivada (D(f) = ;—Xf =f"):

Determine:
a) DC(2x-3)
b) (C+D)(4x+2)
c) (C2-4C+1)¥/x 1)
d) (D2-2D+1)(3x2-5x+4)
e) (C-2)(D+3)(x?)
f) (xCxD)(x3)

Pruebe que D es un operador lineal mientras que C no lo es.

2) Determine si A2 y E2 son operadores lineales. Sacar conclusiones para A"y EN.
n

3) Probar que: A" = Z(r] )(_1)/ EI
j=0

-11-



4) Encuentre el valor de:
a) (E2-3E+2)(2¥+x)
b) (A+1)(2A-1)(x2+2x+1)
c) (E-1)(E-2)(E+2)(1+x+2%)
d) (E-3)(2Sen(2x))
e) (E-1)(E-2)(x4%)

5) Determine la veracidad de:
a) (E-2)(A+3) = (A+3)(E-2)
b) (E-2x)(A+3x) = (A+3x)(E-2)

6) Probar:
a) A" = (E-1)"
b) E-(f(x)) = f(x-nh)

7) Sif(x) = agx" + a,;x"1 + .. + a,, probar que:
a) A"f(x) = nla h”
b) AM*7f(x) = 0, AM*2f(x) = 0

8) Probar:

a) Alf(x) + g(x)] = Af(x) + Ag(x)

b) A[f(x).g(x)] = f(x)Ag(x) + g(x+h)Af(x)
f(X)] _ 9(x)Af(x)-f(x)Ag(x)

c) Al =
g(x) g(x)g(x+h)
d) AE = EA
9) Probar:
a) lim A[cos(rx)] =-rsen(rx) sabiendo que lim Senx =1
Ax—0 AX x=>0 X

b) lim 2-[b*]=b¥Inb
Ax—0 AX

10) Probar que AxtM=-mx(-m-1)p
11) Encuentre:
a)-2 5x(2
AX
b)A(3x{*2) _ox(2) —5X(71))
AX

A? 3 2
C)_Ax2 (2x® -8x)

12) Si x(M) = x(x+h)(x-2h)...(x-[m-1]h), m = 1,2,3,..., probar que

(MAX)x(M) = mx(M-1) o Ax(M) = mx(M-Vp  (h=Ax)

-12-



13) Expresar como funciones factoriales

a)2x3 -3x2 +5x -4
b) (2x +5)(2x +7)(2x+9)
1

c)

(3x—-2)(3x+MN(3x+4)(3x+7)
x% +1
(X+2)(x+4)(x+6)
2x +1
(2x+3)(2x+5)(2x+9)

d)

e)

14) Probar que: AA(px—q)(’”) =m.p(px-q)™ " para
X

a)m=0,1,2,...
b)m=-1,-2-3,...

15) Derivar la férmula:

nl __

si'=sia—nsk, si=1si=0parak<0,k=>n+1 (n>0)
16) Sea F(n) = n3 + 3n2 + 2n. Calcular

a) A3F(n)
b) A%F(n)

17) Sea op un operador lineal. Probar que:
(op —1)" x" =[op” -(g)opr’1 +(£)opr’2 —...+(—1)r(;)]x”

Note que 1 representa el operador identidad.

19) Pruebe que:
(x+r)" -({)(x+ ro1)n +(£ )(x+r—2)”—...+(—1)’(;)x”

Osir>n
n'sir=n

20) Pruebe que:
%((azx(z) +axW +apx(¥) / x* ) =—h(2a,(x-4h)® +3a,(x-4h)™ +4a,(x-4h)("))

Ayuda: simplifique la expresion del lado izquierdo antes de aplicar A, utilizando la igualdad:
(x-nh)tM=1/x(n)  valida para todo n > 1.

21) Calcular:
a) A[b”]
b) Alsen(rx)]
c) Ale™]
d) A[x(m)]
e) Altg(x)]
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22) Obtener una ecuacion de recurrencia de los numeros de Stirling de la primera clase s; y de la
segunda clase S;.

23) Probar que: s/ +sj+si+...+51=0

24) Probar que:
a) s —s3+s5—+(=1)"" 57 = (1) "
b) [s7]+|85[+|s5[+...+[sn|= n!

25) Demuestre que para h=1,
o1 K
a)Sk = man( |x:
1
b) s = AX"[ o

VIll - CALCULO DE SUMAS

n
1) Probar que: ZAf(k)=f(n+1)—f(1), h=1
k=1

2) Utilizando el ejercicio 1), encontrar el valor de:
n
a) 2(2k +1)
3k? + 3k +1
) z (k+1)3 K3

n1 2
C);(k+2)(k+1)

3) Hallar:
a)2x2* +2x4™ 1 2x6* 1 2x8%

b)Zcos4x h= 3
Zx

d) ZX—ZX
x=1

Utilice solo conocimientos sobre calculos de sumas.

4) Calcular:

7
a) » 8x®, h=3

x=1

6
b) > 3x® -8x(M +10], h=2

x=2

2
T
c cosb5x, h==
2. z

-14-



19
d) > x¥, h=4

x=3
n
e) 2x2X, h=1

f) zx +3x+2’

o 4+x

5) Probar la formula de suma por partes

D f(x)Ag(x) =f(x)g(x)= Y g(x+h)Af(x)

6) Encontrar el valor de las siguientes series para n términos:

a)1.35+357+579+ ...
b)1+22+32+42+
c)22+52+82+ 112+ .
1 1 1
d) + + +
1.3.5 3.5.7 57.9
e) senb + sen20 + sen30 + ...
f) 10.202 + 20.302 + 30.402 + ...
1 1 1
9)

+ + +
11121 11.21.31 21.31.41
1 4 7

+ + +
258 5.811 8.11.14

h)

7) Mostrar que

2 2
134+234+33+ _+md=(1+2+3+. . +n2="010F (n4+1)
8) Demostrar que:
1 n+1 an+2_a
a ka* = (n+1) - a+1
)z a—1 (3_1)2
b) ) ka* = ara |a|<1
)Z_) (1_3)2 para |a|
9) Mostrar que:
a+(n-1)h
Zx =na’®+— n(n—1)h(2a+h)+ n(n 1)(n—-2)h?
X=a

10) Usar la transformada de Abel para calcular las siguientes sumas:
n
k

a) D %
k=1
n

b) > K?
k=1
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n
c) Zkzak a*1

k=1
11) Mostrar la siguiente igualdad para n términos:

1 N 1 N 1 N 1
senf sen26 send4d sen860

+..=cot(0/2)—cot2" 0

12) Dado el algoritmo CONTEO, donde n es una variable global que contiene un nimero entero
mayor o igual que cero y [x] es la parte entera de x:

CONTEO:
Comienzo:
A,B:conjunto de enteros;
j,i,a,b:entero;
A=;
=0;
Para i=1an hacer A=A u {i};
Para i=0 a n hacer
Comienzo
Sii es par entonces
Para cada B subconjunto de A de tamafio i hacer
Para cada a € B hacer j=j+1;
Si i es impar entonces
Para cada B subconjunto de A de tamafio 2[(n+1)/2]-i hacer
Para cada a € B hacer
Para cada b € B hacer j=j+1
Fin
Fin

Determine una forma cerrada, en funcién de n, del valor de j después de ejecutar CONTEO (el
cero es considerado par).

IX - RELACIONES DE COMPARACION

1) Probar o rechazar: Si f1(n) < g4(n) y fy(n) < g,(n), entonces se tiene que f;(n) + f5(n) < g4(n) +
g-(n). (f(n) < g(n) es equivalente a decir f=0(g))

2) Detectar la falacia en el siguiente argumento:

"Como n=0(n) y 2n=0(n) y asi sucesivamente, entonces se tiene que

Zn:kn = iO(n) =0(n?)."
k=1 k=1

3) Dar un ejemplo de una ecuacion valida que utilice la notaciéon O en la izquierda de la ecuacién
pero no en la derecha. (No utilizar el truco de multiplicar por cero; eso es muy facil). Ayuda:
Considere usar limites.

4) Probar o rechazar: O(f(n)+g(n)) = f(n)+O(g(n)), si f(n) y g(n) son positivos para todo n.
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5) Dar un ejemplo de funciones f(n) y g(n) tales que ninguna de estas relaciones f(n) < g(n), f(n) >
g(n) y f(n) = g(n) sean validas, aun cuando f(n) y g(n) crezcan monétonamente a .

6) Demostrar las siguientes proposiciones:
a) =O(g) si y solo si O(f) < O(g)
b) O(f+a) = O(f) y O(af) = O(f), para a constante

7) Justificar los siguientes resultados:
a) (2n1)2 = ©(n?)
b) 1+ 3n1 + O(n2) = (1 + 3n1)(1 + O(n2))
c) exp((1 + O(m"))?) = e + O(n"")

X - CALCULOS SOBRE LAS RELACIONES DE COMPARACION

1) Demostrar las siguientes proposiciones:
a) Si oy B son dos constantes reales > 1, entonces O(log n) = O(Iogﬁn)
b)u=v+ O(f)siysolosiv=u+O(f)
c) Siv=0, entonces u=v+ O(1) siy solo si u=v(1+0O(1/v))
d) Si f=0(1), entonces u = v(1 + O(f)) si y solo si v = u(1 + O(f))

2) Mostrar que:
a) Si f~=o0(1), entonces log(1 + O(f)) = O(f)
b) Si £=0(1), entonces e9() = 1 + O(f)
c) Deducir que si f=0(1) y fg=0(1) entonces (1 + O(f))°@ = 1 + O(fg)
3) Multiplicar (Inn + y + O(1/n)) por (n + O(\/F)) y expresar la respuesta en notacion O.
4) Probar o rechazar: O(f(n)®) = O(f(n))*, para o. > 0 real.
5) Probar que:
1+%+ 0o(n>2) =(1+%)(1+O(n‘2)) cuando n —

Xl - ESCALA DE COMPARACION

1) Mostrar que n" < (n!)2 < ((n+1)/2)2" y deducir que log(n!) = @(nlogn)
2) Demostrar:

a) n(nn) < (In n)n

b) plnininn) ~ (In n)!

c) (nh! = ((n-1)HY(n-1)I"!
3) Establecer la siguiente equivalencia:

n®1(log n)*2(log log n)*3 < nb(log n)P2(log log n)’3 < (a1,02,03) < (B1,62,p3)

donde '(a1,02,03) < (B1,p2,83)' significa orden lexicografico; en otras palabras, a1 < 1, 0 a1 = 1
ya2=p2,0a1=p1ya2=p2y a3 <p3.
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XIl - DESARROLLO Y REPRESENTACION ASINTOTICA

n-1

1) Mostrar que u,,, definida por la ecuacion de recurrencia u,, = a+ bn +—Zu,~ , es asintéticamente
i=0

del mismo orden de magnitud que nlogn.

2) Probar que:
(n+a)"” =n"Pe"(1+ a(f- s a)n™" +0O(n?))

3n
3) Dar una férmula asintética de (n,n,n ) con un error relativo O(n-3)

4) Estimar asintoticamente las siguientes funciones:
a) (log n -2 + O(n""))(n + O(n?/3))
b) (1-n)n
c) (n+ 1+ 0O(n-1))
n
d) (1 - e1n)-1 y deducir una representacion asintética de Ze"/"
i=0
5) Para todo entero J, sea s(j) = Zd la suma de los divisores de i. Hallar una representacion
dji
asintética a 2 términos de la funcion:

n
D(n)=_s(i)
i=1
sabiendo que:

Ziifim(rﬂ)y

i=1 6

al
Z—, =0O(logn)

—

i=1

S
6) Sea S, = Z >— . Dar una representacion asintoética de S, a un término, a dos términos y a
ne+i

i=0
tres términos.

7) Encontrar una representacion asintética para

In(n+1)

f(n)=e " -1
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Xlll - CALCULO PRACTICO DE LA COMPLEJIDAD

1) Estime los tiempos de ejecucién de los siguientes algoritmos:

a) Programa COSA;
Paraide 1 a (n-1) hacer
Para j de (i+1) a n hacer
Para k de 1 a j hacer
I1; 12; 13; (las acciones li son de orden O(1))
FinPara
FinPara
FinPara
Fin COSA;

b) Program ESSAI;
Leer(n);
x:=0; y:=0;
Paraide 1 anhacer
Si impar(i) entonces
Para jde 1 an hacer

X:=x+1;
FinPara
Parajde 1 aihacer
yi=y+1;
FinPara
FinSi
FinPara
Escribir(x,y)

FinESSAL,

c) Programa TOTO (n:entero; A:arreglo[1..n] de enteros)
Paraide n a1 con paso (-1) hacer
)=
Mientras A[j]J<>0y j>1 hacer
=1,
FinMientras
B[il:=i;
Para k de j a n hacer
A[K]:=A[Kk]-1;
FinPara
FinPara
FinTOTO;

2) Con las condiciones iniciales F{=0y F,=1, los términos de la serie de Fibonacci F=F;_{+F;,
verifican las siguientes relaciones:

Faok :Fk2+Fk2+1 Q)
Fori1=(2F + Fiq)Fiq (2)

Evaluar la correctitud de los siguientes algoritmos para determinar F, y calcular su complejidad:
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a) FUNCION FIB1(n : entero) : entero;

a:=0;

b:=1;

Paraide 2 an hacer
a:=a+b;
b:=a-b;

FinPara

FIB1 := a;

FinFIB1;

b) Este algoritmo hace uso de las relaciones antes descritas para acelerar el proceso de
calculo. A partir de un par (F,, F,, 1), se obtiene todas las parejas (F,, F,+4), con m=2Pk.
Considérese la representacion de n en base 2:

n=2P+c 2P+ _+c2+cC

p-1 1 0

que puede ser expresado de la siguiente forma:

n=(.(2+ cp_1)2 + cp_2)2 +..)2+ ¢
Considérese la secuencia

dO =1

di=2di4 +Cpj

donde n =d, =2d, 4 + Cy.

Viendo las formulas (1) y (2), de puede obtenerse a partir de Fdi Y Fy1-

El bit de paridad de d; es c,;, es decir, que d; es par si y solo si ¢, ;=0. De esta forma:
-sicp-i=0, Fdi se obtiene por la formula (1) y Fdi+1 por la férmula (2)

-sicp-i=1, Fdi se obtiene por la formula (2) y Fdi-1 por la férmula (1)

donde la definicion de la serie es Fy..1 = Fy, + Fy. 4

El algoritmo resulta entonces:

FUNCION FIB2(p : entero) : entero;
a:=0;
b:=1;
Paraide 1 a p hacer

t:=a;

a:=a*a + b*b;

b:=(2*t+b)*b;

Si ¢y = 1 entonces
b:=a+b;
a:=b-a;

FinSi

FinPara
FIB2:=b;
FinFIB2;

3) El principio del método de ordenamiento por fusiéon de una lista de n claves, se puede resumir
de la siguiente manera:

- Ordenar la mitad izquierda de la lista

- Ordenar la mitad derecha de la lista

- Fusionar las dos listas en una nueva lista ordenada.
De esta forma, si se tiene un algoritmo eficaz para fusionar dos listas ordenadas, se puede crear
un algoritmo recursivo de ordenamiento. Ahora, para fusionar dos listas ordenadas, es suficiente
disponer de dos apuntadores, posicionados inicialmente al inicio de cada lista ordenada. En cada
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paso, se compara los elementos referidos por cada apuntador. El menor elemento es colocado en
su posicion. El apuntador correspondiente (el que referia al menor elemento) es desplazado al
siguiente elemento. El proceso culmina cuando se alcanza el final de algunas de las dos listas.

Supongamos que se utiliza una estructura de listas con apuntadores, declarada de la siguiente
forma:

pelemento : Telemento;

elemento : (clave:entero; proximo:pelemento)

Adicionalmente se supone la existencia de un elemento especial s que sirve como sentinela (s
.clave = maxint, sT.proximo = s. El procedimiento de fusién puede escribirse como sigue:

FUNCION FUSION(a, b:pelemento):pelemento;
c:=s;
Repetir
Si aT.clave < b®.clave entonces
c.proximo := a;
c:=a;
a := aT.proximo;

Sino
cT.proximo := b;
c:=b;
b := bT.proximo;
FinSi

Hasta cT.clave = maxint;

FUSION := sT.proximo;

sT.proximo :=s;
FinFUSION

El procedimiento de ordenamiento por fusion puede escribirse como sigue:

FUNCION ORDENA(n:entero; c:pelemento): pelemento;
Si ¢T.proximo = s entonces
ORDENA:=c
Sino
a:=c;
Para i de 2 al.n/2] hacer
c:=cT.proximo
FinPara
b:=cT.proximo
cT.proximo:=s;
ORDENA:=FUSION(ORDENA( n/2,a),ORDENA( n/21,b))
FinSi
FinORDENA

4) Sean A y B dos polinomios en x de la siguiente forma:

A(x) = ap + ax + ... + ax™!
B(x) = by + byx + ... + by x™1

Estimar la complejidad del célculo de los coeficientes del producto P(x) = A(x)B(x)
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