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Resumen de la Notacion

A continuacién se muestra una lista de la notacién que se usa en este libro
junto con su descripcién y la pdgina donde aparece por primera vez.

Notacién
Inz

lgz

logx

=]

[z]

[n]

(k)

n&

n!

Descripcién

logaritmo neperiano: log, x

logaritmo binario: log, x

logaritmo natural: log,,

piso de z: max {n < z,n entero}

techo de z: min {n > z,n entero}

seccién inicial de naturales [n] = {1,2,3,...,n}
no. de k—subconjuntos de un n—conjunto
factorial descendente, no. de k—subconjuntos
linealmente ordenados de un n—conjunto.
factorial: no. de érdenes lineales de un n—conjunto
conjunto de las funciones de B en A

funcién indicatriz del conjunto B C [n]
conjunto de los subconjuntos de A

conjunto de los k—subconjuntos de A

no. de k—composiciones de n

no. de k—composiciones débiles de n

factorial ascendente, no. de disposiciones de k
objetos en n cajas

conjunto de los k—multiconjuntos de A

no. de k—multiconjuntos de un n conjunto
permutaciones de multiconjuntos

nimeros de Bell, no. de particiones de un conjunto
conjunto de los 6rdenes lineales del conjunto A

no. de Stirling de segunda especie, no. de particiones

de un n—conjunto en k bloques
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sk(n)
| Al

lzv*

£ ()
P(@)]

nimeros de Stirling de primera especie
cardinalidad de A, i.e, no. de elementos de A
conjunto de los ndmeros naturales
naturales mayores que cero (IN — {0})
no. de desarreglos de un n—conjunto
Derivada n—ésima de la funcién f(x)
corchete de Iverson

operador diferencia

operador desplazamiento

operador suma

funcién factorial

nimeros armonicos

funcién gamma

o chica

O grande

theta grande

omega grande

asintoticamente despreciable
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Decir dos veces las cosas.—Bueno es expresar una cosa
doblemente y darle un pie derecho y un pie izquierdo.
La verdad puede, es cierto, tenerse sobre un pie; pero

sobre dos marchard y hard su camino.

Federico Nietzsche.

Capitulo 1

Técnicas de Contar

1.1 Principio Fundamental

Si una operacién puede realizarse de n maneras y una vez realizada dicha
operacién de cualquiera de esas maneras, una segunda operacién puede
hacerse de m maneras, entonces el nimero total de maneras en que las dos
operaciones pueden realizarse en ese orden es nm.

Ejemplo 1.1 Palabras de un Alfabeto
Con las letras del alfabeto T’ = {a,b,c,d, e}, jcudntas palabras de 3 letras
pueden hacerse?

Las operaciones consisten en elegir la primera letra, lo cual puede hacerse
de 5 formas diferentes; después elegir la segunda, que también puede se-
leccionarse de 5 formas, y asi sucesivamente. Por lo tanto, el nimero de
palabras de tres letras que pueden formarse con I es:

5x5%5=5

En general, el nimero de palabras de k letras que pueden formarse con un

alfabeto de n letras es n*.

Ejemplo 1.2 Ordenes Lineales
Un orden lineal de un conjunto de tamano n es una cualquiera de las formas
de ordenar sus elementos en una linea recta. ;Cudntos drdenes lineales
tiene un conjunto de n elementos?
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Las operaciones consisten en elegir el elemento que ocupe la primera, la
segunda, la tercera..., la n—ésima posicién del orden. Es como colocar
los elementos en n cajitas ordenadas, y la i—ésima operacién es elegir
quién ocupard la ¢—ésima cajita. La primera cajita puede ser ocupada
por cualquiera de los n elementos del conjunto, esto es, hay n posibilidades
para esta primera eleccién. Una vez elegido el primero, sélo quedan n — 1
elementos a elegir para la segunda cajita. Para la tercera eleccién hay n —2
posibilidades, y asi sucesivamente hasta llegar a la dltima cajita para la
cual hay una unica posibilidad. De esto se concluye, con base en el prin-
cipio fundamental, que el nimero de 6rdenes lineales de un conjunto de n

elementos es:
nn—1)(Mn-2)...2-1

Ademas el conjunto vacio tiene un solo orden lineal!, a saber, el orden vacio.
Podemos definir, por lo tanto, la funcién factorial como:

ol — nn—1)Mn-2)---2-1 sin>1
1 sin=0

y decir que dicha funcién cuenta el nimero de 6rdenes lineales de un con-
junto de n elementos. En otras palabras, cuenta el nimero de maneras de
ordenar linealmente los elementos de un conjunto de n elementos.

Ejemplo 1.3 Subconjuntos linealmente ordenados de tamano k de
un conjunto de n elementos

¢sDe cudntas maneras se pueden tomar k elementos ordenados de un con-
junto de n elementos?. FEsta pregunta es equivalente a: ;Cudntos drdenes
lineales de k elementos se pueden hacer con los elementos de un conjunto
de n elementos?

En este caso las operaciones consisten en elegir cada uno de los k elementos
que formaran el subconjunto ordenado. El primero se puede elegir de n
formas diferentes porque hay exactamente n elementos para elegir. Una vez
elegido el primero, sin importar cual haya resultado elegido, el segundo se
puede elegir de n — 1 formas diferentes. Cuando nos toca elegir el k—ésimo,
nos quedan n — k 4+ 1 elementos, por lo que esta tltima eleccién se puede
realizar de n — k + 1 formas. Usando el principio fundamental de la teoria
combinatoria resulta que el nimero de subconjuntos linealmente ordenados
de tamano k£ de un conjunto de n elementos es:

nE=nn-1)(n-2)--(n—k+1)

LCaveat: No es una convencién, realmente tiene uno. Recuerde que un orden lineal
es un conjunto parcialmente ordenado en el cual cada par de elemento es comparable
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Este nimero se denomina el factorial descendente por su parecido con la
funcién factorial. Se puede leer n a la k descendente. Cuenta el nimero
de subconjuntos linealmente ordenados de tamafio k£ de un conjunto de n
elementos. Ademis, si k = 0 el subconjunto tomado es el vacio y hay una
sola forma de ordenar el vacio—el orden vacio—.Por lo tanto, podemos
definir el factorial descendente como

g nn=—1)n-2)---(n—k+1) sik>1
A I sik=0

En ocasiones es conveniente denotar al conjunto de los érdenes lineales de
un conjunto A de n elementos por L£L(A) o por L(n), y al conjunto de los
subconjuntos ordenados de k elementos de A por L (n).

Ejercicio 1.1 ;Cudntas funciones hay de [k] = {1,2,3,...k} en[n]? ([n]*]
{f : [k] = [n]})- ¢Cudntas de ellas son inyectivas?

Ejercicio 1.2 Se desea colocar 3 bolas enumeradas del 1 ol 3 en 5 cajas eti-
quetadas con las letras a,e,i,o0,u. ;De cudntas formas diferentes se puede
hacer esto? ;Cual seria la respuesta si toda caja debe tener mdximo una
bola?

1.2 Principio de Igualdad—Biyecciones

En muchas situaciones es posible que estemos interesados en contar los
elementos de un conjunto y no demos con una forma féacil de contarlos;
sin embargo, puede que exista una correspondencia biunivoca entre sus
elementos y los de otro conjunto que nos sea mads facil contar, o que ya
hayamos contado. En tal caso, basta con que exhibamos una biyeccién
entre los dos conjuntos involucrados y que contemos el segundo conjunto.
Esto se conoce como el principio de igualdad, y formalmente establece que
si f: A — B es biyectiva, entonces |A| = |B|. (|A] es la cardinalidad del
conjunto A, esto es, el nimero de elementos de A)

Usemos este principio para contar los subconjuntos de un conjunto. Si
A es un conjunto finito con n elementos representaremos al conjunto de sus
subconjuntos por P(A) o por P(n) (Conjunto de las partes de A). También
suele representarse por 24.

Ejemplo 1.4 ;Cudntos subconjuntos tiene un conjunto de n elementos?

Explicaciéon: Sin pérdida de generalidad, consideremos que la pregunta
es: jcuantos subconjuntos tiene [n] = {1,2,...n}?, pues, como existe una
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biyeccién entre [n] y cualquier conjunto de n elementos, entonces existe una
biyeccién entre P(n) y P(A) si |A] =n.

Luego asociamos a cada subconjunto de [n] la n—tupla de ceros y unos
que contiene un 1 6 un 0 en la ¢—ésima posicion si el elemento i pertenece o
no al subconjunto. Esta es claramente una biyeccién, por lo tanto nuestro
problema ahora es contar cuantas n—tuplas de ceros y unos hay. Problema
que es equivalente a contar cuantas palabras de n letras hay en un alfabeto
de dos letras y cuya respuesta es 2.

Para responder a la pregunta de manera més formal dividamos el pro-
blema en dos partes: Hallar una biyeccién de los subconjuntos de [n] en el
conjuntos de las funciones de [n] en {0,1} y luego contar cuantas funciones
de [n] en {0, 1} hay.

Sea {0, 1} el conjunto de las funciones de [n] en {0,1} y definimos ¢ :
P(n) = {0,1}!" como: ¢(B) = 1p, donde 15 es la funcién caracteristica
del conjunto B, esto es,

|1, size B;
lB(m)_{O, six ¢ B.

Esta funcién es biyectiva porque si ¢(B;) = ¢(B2), entonces 1, = 1p,
implicando que By = Bz, y V(f : [n] — {0,1}) consideramos B = f~1(1) C
[n]y v(B) =15 = f.

Por otro lado, para contar las funciones de [n] en {0, 1} basta observar
cudntas imagenes posibles hay para cada elemento de [n]. El 1 puede tener
dos imégenes, una vez elegida la imagen del 1 el 2 puede tener 2 imagenes,
etc, etc, por consiguiente, por el principio fundamental hay 2™ funciones de
[n] en {0,1} y, por lo tanto, por el principio de igualdad, hay 2" subcon-
juntos de [n]. .

Ejemplo 1.5 Ezhiba una biyeccion para demostrar que el nimero de or-
denes lineales de un conjunto de n elementos es igual al nimero de per-
mutaciones de dicho conjunto.

Explicacién: Sea A un conjunto con n elementos, denotemos por S(A)
al conjunto de las permutaciones del conjunto A y por £(A) al conjunto
de los 6rdenes lineales de A. Puesto que |A| = n se puede escribir a A
como A = {a1,az,...,a,}. Definase ¢ : S(4) — L(A) como (o) =
o(ar)o(as) - o(ay), esto es, la imagen de la permutacién o es el orden
lineal o(a1)o(az) - o(an)- ¢ es inyectiva porque si p(o) = ¢(7), entonces
o(ar)o(as) - o(a,) = 7(a1)7(az) - 7(ay); por consiguiente Vi(o(a;) =
7(a;)) y por lo tanto 0 = 7. ¢ es sobreyectiva, porque si b1by - - - b, € L(A)
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se tiene que by, bs,...,b, son elementos distintos de A y por lo tanto se
puede definir una permutacién o como o(a1) = by,0(az) =bs...,0(a,) =
by, y por consiguiente ¢(o) = o(a1)o(as) - o(a,) = biba...by .

Ejercicio 1.3 Demuestre que el nimero de funciones de [n] en {0,1} es
igual que el numero de n—tuplas de ceros y unos. Mds aun, demuestre que
¥ = |{(z1, 2, x3, ... 2%) = x5 € []}]-

1.3 Principio del Pastor

Dicen que los pastores en el momento de contar sus ovejas, en lugar de
contar sus cabezas, cuentan sus patas y después dividen entre cuatro. Esto
es, cuentan el conjunto de las patas de las ovejas que es un conjunto mas
grande pero que resulta més facil de contar y dividen entre el nimero de
patas que tiene una oveja. Esto pueden hacerlo gracias a que toda oveja
tiene exactamente cuatro patas.

Como generalizacidn de este procedimiento se obtiene el conocido prin-
cipio del pastor que informalmente establese que: Si Ud. tiene que contar
un conjunto B y existe un conjunto A, que resulta mas facil de contar y
sabe que por cada elemento de z de B hay exactamente k elementos de A
que estdn asociados tnicamente con x, entonces basta con que cuente los
elementos de A y los divida entre k.

Formalizacién: Dada una funcién f : A — B paratodo b € B, se define
la imagen inversa(o preimagen) de b como f~1(b) = {z € A : f(z) = b}.
Se tiene que f~!(b) C A. Las fibras de f son las preimdgenes no vacfas.
Formalmente el principio de pastor establece que: si todas las fibras
de f : A — B tienen el mismo tamano k y f es sobreyectiva, entonces
|A| = k|B].

Ejemplo 1.6 Subconjuntos de tamano k de un conjunto de tamano
n.

Sea A un conjunto con n elementos, esto es, |A| = n y definimos a Pr(A) =
{B € P(A) : |B| = k}. Queremos hallar |Py(A)|.

Si k > | A| entonces P (A) = @ y por consiguiente |Py(A)| =0

Considérese la funcién que asigna a un subconjunto ordenado de tamafio
k, el correspondiente subconjunto de tamano k.

0 : Li(A) — Pi(A)
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Claramente ¢ es sobreyectiva, y como cada conjunto de tamano k se puede
ordenar de k! formas diferentes, se tiene que cada fibra de ¢ tiene cardina-
lidad k!. Por lo tanto, usando el principio del Pastor tenemos que

nk

|Pr(A)] = o

De aqui en adelante, usaremos por definicién () como el nimero de sub-
conjuntos de tamano k de un conjunto de tamafo n, y lo calcularemos con

la férmula: .
n nt
(7) = et =2

(escoger k de n: formas de escoger k elementos de entre n)

Otra notacién usual para el conjunto de los k—subconjuntos del conjunto
Aes (’2) No debe confundirse con (}): la primera es un conjunto, mientras
que la segunda es la cardinalidad de dicho conjunto, esto es,

@) )e won

Ejemplo 1.7 Permutaciones Circulares u Ordenes Circulares sDe
cudntas maneras se pueden ordenar n elementos de un conjunto formando
un circulo? Dos de estos drdenes son iguales si cada elemento tiene los
mismos dos vecinos y del mismo lado. En otras palabras, si una rotacion
los hace coincidir, entonces son el mismo orden, de lo contrario, si ninguna
rotacion los hace coincidir son diferentes.

Considere la funcién que toma un orden lineal de un conjunto de n ele-
mentos y le asigna el orden circular que resulta de unir los dos extremos
del orden lineal para que formen un circulo. Esta funcién es sobreyectiva y
cada una de sus fibras tiene cardinalidad n. Por lo tanto, por el principio
del pastor se tiene que el nimero de érdenes circulares de un conjunto de

n elementos es: |
n!

—=(n-1)!
n
Otra forma de resolver el problema es:

En uno de tales érdenes no importa la posicién de ningin elemento, lo
que importa realmente es qué vecinos tiene, por lo tanto se toma un el-
emento al azar y se coloca en una cualquiera de las posiciones. Una vez
colocado dicho elemento, la primera operacién consiste en elegir a su vecino
de la derecha. Esto puede hacerse de n — 1 formas diferentes. La segunda
operacidn consiste en elegir el que ocuparé el segundo puesto a la derecha
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del primero. Hay para esto n — 2 candidatos. El proceso se repite hasta
que para la eleccién del puesto restante sélo queda un candidato posible.
Por consiguiente, por el Principio Fundamental, se tiene que el numero de
ordenes circulares de un conjunto de n elementos es:

m—1)(n-2)---2-1=(n—1)!

1.4 Principio de Adicion
Dividir y Conquistar

El principio de adicién establece que si AN B = ), entonces |A U B| =
|A| + |B|. Esto es, si tenemos que contar, un conjunto que resulta dificil
de contar basta con partirlo en partes disjuntas y contar las partes. Esta
es una estrategia muy antigua conocida como dividir y conquistar que
no sélo se aplica a problemas de conteo sino a la resolucién de problemas
en general. La estrategia aplicada a conteo consiste basicamente en dividir
el conjunto de configuraciones que se desea contar en dos 0 més conjuntos
disjuntos que sean mas faciles de contar.

Ejemplo 1.8 ;Cudntas formas hay de escoger 2 nimeros distintos en [20] =
{1,2...,20} de tal manera que su suma sea un miltiplo de dos?

Explicacién: Para que la suma de dos nimeros sea multiplo de 2, los dos
nimeros deben ser pares o los dos niimeros deben ser impares. Es claro
que estas son las dnicas posibilidades y que son disjuntas. Luego, por el
principio de adicién, basta ver cudntos subconjuntos de dos nimeros pares
y cudntos subconjuntos de dos nimeros impares se pueden extraer de [20].
Como en [20] hay diez numeros pares y diez nimeros impares, de [20] se
pueden extraer (120) = 45 subconjuntos de dos pares y 45 de dos impares.
Lo que da un total de 90 formas de escoger 2 nimeros distintos en [20] que
su suma sea multiplo de dos. .

Ejemplo 1.9 Deduzca una formula que cuente el numero de formas de

colorear los vértices distinguibles de un cuadrado con q colores si se desea distinguibles

que vértices adyacentes tengan colores distintos. significa que
tienen algo que

los  diferencia

Explicacién: Comencemos por enumerar los vértices del cuadrado, en de los demds

sentido horario, con los niameros 1,2,3 y 4. Clasifiquemos los coloramientos
deseados en dos tipos disjuntos, a saber: los que tienen los vértices 1y 3
del mismo color y los que tienen los vértices 1 y 3 de colores distintos. Por
el principio de adicién, basta contarlos por separado y después sumarlos.
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Los vértices 1 y 3 del mismo color: Las operaciones que se realizaran
son pintar los vértices 1 y 3 con el mismo color, pintar el vértice
2, y pintar el vértice 4. La primera puedo efectuarla de ¢ formas
diferentes, pues dispongo de ¢ colores distintos. Una vez realizada
la primera, la segunda puedo hacerla de ¢ — 1 formas diferentes, y
finalmente una vez efectuada la segunda la tercera puedo hacerla de
q — 1 formas diferentes pues 4 debe tener colores diferentes que 1y 3
que tienen el mismo color. Luego, por el PF hay g(¢ — 1)? formas de
colorear los vértices si los vértices 1 y 3 deben tener el mismo color.

Los vértices 1 y 3 de colores distintos: Las operaciones esta vez son cuatro:
pintar 1, pintar 3, pintar 2 y pintar 4. A 1 lo puedo pintar de ¢ formas
diferentes, porque dispongo de ¢ colores. Una vez pintado 1, a 3 lo
puedo pintar de ¢ — 1 formas diferentes, porque no puede tener el
mismo color que 1. Una vez pintado 3, a 2 lo puedo pintar de ¢ — 2
formas diferentes, porque no puedo usar los colores usados ni en 1 ni en
3. Finalmente, una vez pintado 2, a 4 lo puedo pintar de ¢ — 2 formas
diferentes, pues no puedo usar los colores de sus vecinos que son 1y 3
y que tienen colores distintos. Esto hace un total de q(q — 1)(g — 2)?

Luego, por el principio de adicién el nimero buscado es

qlg—Dl(g—1)+ (¢—2)7]

Ejemplo 1.10 Use el principio de adicion para probar que

n\ (n-1 n n-—1

k) k k-1
Explicacion: Por definicién, el lado izquierdo cuenta el numero de sub-
conjuntos de tamano k de un conjunto de n elementos. Como uno de tales

subconjuntos puede contener o no al n—ésimo elemento del conjunto en
cuestién, se tiene, en base al principio de adicién, que

n
< ) = no. de k—subcojuntos que no contienen a n

k
+ no. de k—subcojuntos que contienen a n

Los que no contienen a n se obtienen tomando los k elementos de los
n—1 elementos restantes después de extraer al n—ésimo y son (”;1) Mien-
tras que los que contienen a n se obtienen seleccionando de los primeros
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n — 1 elementos k — 1 y completando con el n—ésimo elemento, y por con-
siguiente, son (). Por lo tanto, se tiene la igualdad deseada.
(Se omitié una biyeccién que el lector puede completar si lo desea.) .

Un caso particularmente interesante del principio de adicién se presenta
cuando queremos contar un conjunto dificil de contar que resulta ser el
complemento de otro conjunto mas ficil de contar. Si ademdas sabemos
contar el conjunto universo nuestro problema estd resuelto porque dado
que AUAS=U y AN A° = ) se tiene por el principio de adicién que

[A] = U] - A7

Otra forma de expresar este hecho es: si A C B, entonces |A| = |B|—|B—4],
esto es, lo que queremos contar es un subconjunto A de un conjunto B y
sabemos contar By B — A.

Por ello, a veces vale la pena preguntarse: ;no serd mas facil contar el
complemento? El siguiente ejemplo aclarara lo dicho.

Ejemplo 1.11 ;Cudntas palabras de cuatro letras en el alfabeto
I'={A,B,C,D, E} contienen al menos una E?

Explicacién: Sea P el nimero de palabras de cuatro letras en I' y sea Py,
el nimero de las palabras de cuatro letras en I' que no contienen la letra E.
El numero de palabras de cuatro letras en I' que contienen al menos una
vez a la letra E es

P — P =5 —4* = 269

Ejercicio 1.4 Use un argumento combinatorio para probar que

()

i=0

1.5 Composiciones de un Nimero

Una composicién (fuerte) de un numero entero positivo n en k partes
(k—composicién de n) es una k—tupla (a1, as,...,a;) de nimeros enteros
positivos que suman n, (a1 + as + -+ ax =n)
Por ejemplo las 2-composiciones de 3 son:

142

2+1
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La pregunta obligada es: ;jCudntas k—composiciones tiene el nimero n?

Denotemos al nimero de las k—composiciones de n por Ci(n). Note
que cada k—composicién de n se puede representar por una secuencia de n
puntos con k—1 barras intercaladas, de tal forma que cada barra estd entre
un par de puntos y hay una barra como maximo entre cada par de puntos.
Las k — 1 barras dividen los n puntos que forman el nimero n en k partes
para formar una k—composicién de n. La Figura 1.1 muestra algunas de
las 3—composiciones de 6.

@ a4 a| a dafa 3+2+1
q q\ q q\ a q 24242
¢ d] a a da|q 2+3+1
@ a4 a4 daf dafa 4+1+1

Figura 1.1: Algunas de las 3—composiciones de 6

El problema entonces se reduce a elegir k — 1 huecos (espacios entre dos
puntos) de entre los n — 1 huecos disponibles para poner las k — 1 barras.
Esto es, tomar un subconjunto de tamano k£ — 1 de un conjunto de tamano
n — 1. Por consiguiente se tiene que

n—1
Cr(n) = (k _ 1)
En el proximo ejercicio se propone otro enfoque para determinar la
férmula anterior
Ejercicio 1.5 Demuetre que
(a1,az2,...,ar) — {a1,a1 + az,...,a1 +as... +ap_1}

es una biyeccion entre el conjunto de las k—composiciones fuertes de n y el
conjunto de los subconjuntos de [n — 1] de k — 1 elementos Pr—1([n — 1]).

Ejercicio 1.6 ;Cudntas soluciones en los enteros positivos tiene la ecuacion
ry +Ty+ T3 = 82
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1.6 Composiciones Débiles de un Numero

Una composicién débil de un nimero entero positivo n en k partes (k—com-
posicién débil de n) es una k—tupla (a1, as,...,ax) de ndmeros naturales
(posiblemente nulos) que suman n, (a1 +az + -+ + a =n)
Por ejemplo las 2-composiciones de 3 son:

0+3, 340

241, 142
Para contar el nimero de k—composiciones débiles de n, nétese que la
correspondencia:

(a1;a2)"'>ak) — (a1+1>a2+]—7"')ak+1)

es una biyeccién entre las k—composiciones débiles de n y las k—composi-
ciones (fuertes) de n + k.
Para verificar que, en efecto, esta es una biyeccién defino su inversa asi:

(bl,bg,...,bk) — (bl—l,bg—l,...,bk—l)

Recuérdese que una funcién f es biyectiva ssi tiene inversa. Luego si repre-
sentamos al ndmero de k—composicién débiles de n por di(n), se tiene
que

a =cutn+n = ("7

1.7 Disposiciones

Sean N y X conjuntos finitos con |[N| = n y | X| = z. Una disposicién de
los “objetos” de N en las “cajas” de X consiste en distribuir los objetos en
las cajas formando pilas en las cajas, de manera que interesa el orden de
los objetos en cada caja. Equivalentemente, una disposicién de N en X es
una funcién de N — X con un orden lineal en cada fibra.

Ejercicio 1.7 Se define el factorial ascendente x™

xﬁ:{ zz+1)(z+2)---(z+n-1) sin>0

1 sin=0
Demuestre que el numero x™ cuenta el nimero de disposiciones de n objetos
en x cajas.

Ejercicio 1.8 (a) ;De cudntas maneras se pueden izar n banderas distin-
tas en k astas distinguibles? (b) Repetir el problema con la condicidn de
que toda asta debe tener al menos una bandera.

ssi =“si y sélo
8i”
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Ejercicio 1.9 Demuestre combinatoriamente que

(z+y)" = Xn: (Z) aFynF

k=0

1.8 Multiconjuntos

Intuitivamente un multiconjunto es un conjunto con posibles elementos
repetidos. Por ejemplo,

M ={a,a,a,b,b}n,

es un multiconjunto en el cual la a aparece 3 veces y la b aparece 2 veces.
Se usa el subindice m para enfatizar que es un multiconjunto. Al igual
que en los conjuntos, no importa el orden en el que se escriben los ele-
mentos, por ejemplo, el multiconjunto anterior se pudo haber escrito como
M = {b,a,a,b,a},,. Lo que realmente importa es cuintas veces aparece
cada elemento. A continuacion presentamos la definicién formal de multi-
conjuntos.

Dado un conjunto A, un multiconjunto M sobre A es una funcién M :
A — IN, donde IN = {0,1,2,---} es el conjunto de los nimeros naturales.
Para todo a € A, M(a) se denomina multiplicidad de a y expresa cudntas
veces aparece a en el multiconjunto.
Por ejemplo, si A = {a,b} un multiconjunto M de A es

M ={a,a,a,b,b}p.
que puede escribirse también como
M =a*b* pararesumir M(a) =3; M(b) =2

El tamafio de un multiconjunto del conjunto A es [M|=}_ ., M(a).
Si A es un conjunto tal que |[A] = n y k € IN, entonces al conjunto de

todos los multiconjuntos de tamano k del conjunto A lo representaremos
n

por ((‘2)) y a su cardinalidad por ((k)), esto es,

()= ()

Dado un conjunto finito A = {a1,as,...,ay}, un multiconjunto de
tamafio k& de dicho conjunto es una n—tupla M = (mj,mo,...,m,)—el
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nimero de imagenes de cada elemento de A—en la cual se cumple que
my+mo+---+m, =k.

Como los m; pueden ser nulos podemos afirmar que dar un multicon-
junto de k elementos de un conjunto de n elementos es lo mismo
que dar una n—composicién débil de k, por lo tanto el numero de
multiconjunto de tamano k de un conjunto de n elementos es

() =co0=(250 =57

Para recordar como evaluar,

Ejemplo 1.12 Se lanzan tres dados indistinguibles. ;Cudl es el numero
de combinaciones diferentes que pueden obtenerse?

Explicaciéon: Cualquiera de los dados muestra un nimero del 1 al 6, pero
pueden dos o incluso los tres mostrar el mismo numero. Luego lo que se
obtiene es un multiconjunto de 3 elementos tomado de un conjunto de 6

elementos, esto es,
6 6+3-1 8
G)=C)=()=m

Ejercicio 1.10 Dado un alfabeto finito T' = {ay,as,...,a,}, asociamos un
cierto orden a sus letras por ejemplo a1 < as < -+ < an y definimos una
palabra creciente de longitud k como una k—palabra x1x> ...z en la
cual 1 < a9 < -0 -1y,

Por ejemplo, las palabras crecientes que se pueden formar en el alfabeto
' ={a,b,c} son

aaa acc
aab bbb
aac bbc
abb  bee
abc  cce

Demuestre que el nimero de k—palabras crecientes en un alfabeto de n
letras es () = (”Jr,]:*l)
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1.9 Permutaciones de un Multiconjunto

Un orden lineal de un multiconjunto es cada una de las maneras distin-
guibles de colocar todos los elementos del multiconjunto en una linea recta.
También se le denomina permutacién de un multiconjunto aunque hay que
tener en cuenta que formalmente representan dos conceptos diferentes. Esto
se justifica porque existe una biyeccién entre los 6rdenes lineales de un mul-
ticonjunto y sus permutaciones. (Muéstrela)

Por ejemplo, los érdenes lineales del multiconjunto M = {a®,b%},, son:

aaabb ababa
baaab aabab
bbaaa baaba
abbaa abaab
aabba babaa

Diez en total, lo cual es bastante menos que el numero de érdenes lineales—
120— del conjunto de igual cardinalidad. Esto, claro estd, se debe a que
al intercambiar dos elementos iguales no se produce una configuracion dife-
rente.

Para determinar el nimero de permutaciones u érdenes lineales de un
multiconjunto supongamos que A = {ay,as,...,ar} y que el multiconjunto
es M ={ai",a3?,...,a;""} con |[M|=mq +ma+---+my =n.

Hallar las permutaciones significa hallar los 6rdenes lineales sin tomar
en cuenta las permutaciones de los elementos indistinguibles

La estrategia consiste en poner etiquetas para distinguir a los elementos
iguales y luego eliminar las etiquetas y contar de cudntas maneras se pueden
quitar o poner las etiquetas, para saber cuantas etiquetadas corresponden
a una no etiquetada.

Para formalizar las cuentas, usar el principio del Pastor para contar las
permutaciones del multiconjunto M tomando una sobreyecién entre los 6ér-
denes lineales de las etiquetadas y los 6rdenes lineales de las no etiquetadas.

Ord. Lin. Etiquetadas — Ord. Lin NO Etiq.

Se comcluye que

!
|Ord. Lin. del Multiconjunto | = —————
milma! .. .my!

A este numero se le representa por

( ; ) T
My, M, ..., My mylms!. . .my!
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y cuenta el nimero de 6rdenes lineales de un multiconjunto. Suele llamarsele
coeficiente multinomial y cuando k£ = 2 coincide con el coficiente binomial.

Ejemplo 1.13 ;De cudntas maneras diferentes se pueden colocar 2 libros
rojos, 2 azules y 3 negros en un estante si los libros del mismo color son
indistinguibles?

Explicacién: El multiconjunto es {R2A2N3},, que significa: 2 rojos, 2
azules y 3 negros. Ordenar los libros es ordenar linealmente al multicon-
junto y el niumero de formas de hacer esto es:

! .6-5.4-3!
(7) 7! _76543.:210

2,2,3) ~ 212131~ 2.2.3!

Ejemplo 1.14 En una fruteria se preparan 8 tipos de jugos para la venta.
(a) ;De cudntas maneras pueden comprarse 5 jugos? (b) Si se compraron
dos de parchita, dos de mandarina y uno de guandbana, ;de cudntas ma-
neras se pueden repartir entre 5 personas?

Explicacién: (a) Se desea comprar 5 jugos,... todos podria comprarlos
del mismo sabor, todos de distinto sabor, dos de un tipo y tres de otro, etc,
etc. Lo importante es que puedo repetir sabores y por lo tanto debo elegir
un multiconjunto. Luego debo elegir un multiconjunto de 5 elementos
(los que voy a comprar) de un conjunto de 8 elementos (los tipos de jugos
que hay para la venta), esto es:

8\ [8+5-1\ (12
5) 5 -~ \5
(b) Mi multiconjunto es { P2M>G"'},,, que significa 2 de parchita, 2 de man-

darina y 1 de guanabana. Repartir los jugos es como ordenar linealmente
al multiconjunto y el nimero de formas de hacer esto es:

5 50 5-4-3-2!
(2,2,1) “onni T a2 0

Ejercicio 1.11 ;Cudl es el coeficiente de a®be en el desarrollo de (a +
b+ c)®? Generalice el resultado anterior para obtener una férmula para el

coeficiente de ai"*ay?as"® ---a;"™* en el desarrollo de (a1 +az + -+ + ax)".
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1.10 Particiones de un Conjunto

Dado un conjunto A de n elementos, una particiéon de A es una coleccién
de subconjuntos no vacios de A disjuntos dos a dos y cuya unién es A. A
cada uno de los subconjuntos de la coleccién se le denomina bloque de la
particién.

Por ejemplo si A = {a, b, c,d} una particién de A es ab|c|d. Se usan barras
verticales para separar los bloques de la particién. Se dice que una particién
m, es mas fina que otra 72, si todo bloque de 7; esta contenido en un bloque
de m3. También se dice que m; es un refinamiento de m5. Las particiones
estan ordenadas por refinamiento < y forman un reticulado.

El conjunto de las particiones del conjunto A se denota por [[(A) y su
cardinalidad se denota por B,, = |[[(A)|, y en honor al matemético Eric
T. Bell se denomina n—ésimo nimero de Bell. Esto es, los nimeros de Bell
cuentan el nimero de particiones de un conjunto de n elementos. Es facil
ver que By = 1,B; = 1,B, = 2, B3 = 5, By = 15. Pero no se conoce una
férmula cerrada para calcular B,,. Mdas adelante deduciremos la siguiente

férmula recurrente
n
n
BnJrl = § (k‘) By,

k=0

Esta férmula puede probarse combinatoriamente usando el principio de
adicién.

k—particién de [n]

Las particiones de un conjunto de n elementos pueden tener desde 1 hasta
n bloques. La particién que tiene un solo elemento en cada bloque es la
particién més fina mientras que la que tiene todos los elementos en un solo
bloque es la més gruesa (menos fina).

Si una particién de un conjunto de n elementos, como por ejemplo [n],
contiene k bloques se denomina una k—particién de n y al namero de tales
particiones de dicho conjunto se le denota por S(n). A esta sucesién doble-
mente indexada de nimeros enteros se denomina Nimeros de Stirling de
Segunda Clase o Especie. Esto es, los nimeros de Stirling de Segunda
Especie cuentan el numero de particiones en k bloques de un conjunto de
n elementos.

Al igual que para los nimeros de Bell no se conoce una férmula cerrada
para los niameros de Stirling de segunda clase pero es bueno saber que
satisfacen la siguiente recurrencia

Sk(n + ].) = Sk,l(n) + kSk(n)
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De las definiciones de niimeros de Bell y de Stirling se deduce que
Bn = 51 (n) + 52(71) + -+ Sn,l(n) + Sn(n)
El lector puede verificar facilmente que:

Ejercicio 1.12 Para todo k,n € IN se tiene que

Tipo de una Particién

Dado un conjunto A de n elementos y una particién 7 de dicho conjunto, el
tipo de la particidén 7 es una n—tupla (A1, A2, ..., Ay) que indica cuéntos
bloques de cada tamano, desde 1 hasta n, tiene la particién. Es claro que
% i\ = n. Por ejemplo, (1,2,0,0,0) es el tipo de una particién de un
conjunto de 5 elementos en tres bloques: uno de 1 elemento y dos de 2
elementos; nétese que 1 -1+ 2-2 = 5. Obsérvese que cuando se especifica
el tipo se estd automéaticamente especificando el nimero de bloques de la
particién pues el mismo es: Y1 | \;.

Ejemplo 1.15 ;Cudntas particiones de tipo X = (A1, Aa,...,\,) tiene un
conjunto de n elementos?

Explicacién: Un orden lineal dado se puede convertir en una particién del
tipo A colocando separadores de izquierda a derecha: \; separadores que
separan los elementos de uno en uno, \s separadores que separan los elemen-
tos de dos en dos y asi sucesivamente. Por ejemplo, si A ={1,2,3,...,8}y
A=(1,2,1,0,0,0,0,0) entonces el orden 12345678 se convierte en la parti-
cién 1]23|45|678 mientras que el orden 12354876 se convierte en la particién
1]23]54|876 que es la misma particién. Ademds 14523678 se convierte en
1]45|23]678 que de nuevo es la misma particién con los bloques permutados.
Concluimos que todos los 6rdenes lineales que se diferencian sélo en el orden
de los elementos que caen en un mismo bloque de la particiéon inducida por
este proceso, producen la misma particién. Tambiém los que se diferencian
en el orden de los bloques del mismo tamafio producen la misma particién.
Luego si denotamos por

f:Ln) = [
A
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a la funcion descrita se tiene que todas sus fibras tienen cardinalidad

k= H ()N (las patas)

i=1

El (i!)* se debe a todas las permutaciones de los i elementos en cada uno
de los \; bloques de tamano i, mientras que el \;! se debe a la permutacién
de los A; bloques de tamaio 4.

Por lo tanto, basados en el principio del pastor, se tiene que el numero de
particiones de tipo \ es

n!

i=1

Ejercicio 1.13 Del conjunto de las funciones de [k] en [n] diga cudntas

son:
(a) sin restriccién (b) inyectivas

(c) sobreyectivas (d) biyectivas
(e) estrictamente crecientes (f) crecientes
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Para terminar este capitulo presentamos, en la siguiente tabla, un con-
junto de férmulas cerradas que cuentan una serie de configuraciones que
aparecen con mucha frecuencia. El lector puede comprobar que estas son
s6lo algunas de las configuraciones que estas férmulas cuentan... La misma
se presenta como referencia para presentar un repertorio que sirva de punto
de partida cuando se necesite resolver algtin problema de conteo.

Notaciéon Concepto:
n! no. de érdenes lineales de un n—conjunto
nk no. de k—palabras de un n—alfabeto
nk no. de k—subconjuntos ordenados de n—conjunto
nk no. de disposiciones en n cajas de un k—conjunto
() no. de k—subconjuntos de [n]
((Z)) no. de k—multiconjuntos de un n—conjunto
Cr(n) no. de k—composiciones de n
di(n) no. de k—composiciones débiles de n
B, no. de particiones de un n—conjunto
Sk(n) no. de particiones de un n—conjunto en k bloques
(m1 s mk) permutaciones del multiconjunto {a™!,a™,..., a™*}

Es claro que los mismos nimeros se pueden asociar con otros conceptos
como: funciones, funciones crecientes, funciones inyectivas, permutaciones,
etc.

1.11 Principio del Palomar

Informalmente el Principio del Palomar establece que si colocamos n+ 1
palomas en n casillas para palomas, hay forzosamente una casilla con mas
de una paloma. Otra versién del principio establece que si se colocan n
palomas en n casillas, hay una casilla vacia si y sélo si hay una casilla con
més de una paloma. Formalmente, el principio establece que: si |A| > |B],
entonces no existe funcion inyectiva de A en B. Este principio es también
conocido como “pigeonholes principle”.

Un principio estrechamente relacionado con este es el principio de de-
sigualdad, el cual establece que: si existe f : A — B inyectiva, entonces
|A] < |B|, o que: si existe f : A — B sobreyectiva, entonces |A| > |B|.
Es claro que el principio del palomar es el contrarreciproco del principio de
desigualdad.

Otro principio relacionado y que resulta equivalente al principio del
palomar es el Principio de las Cajas de Dirichlet que dice: si se colocan
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n objetos en m cajas, alguna caja debe contener al menos [n/m] objetos,
y alguna caja debe contener a lo sumo |n/m].

Una generalizacion inmediata y muy til del principio del palomar es
la siguiente: Si colocamos pg+ 1 0 mas objetos en p cajas hay una caja con
al menos ¢ + 1 objetos.

El principio del palomar se usa principalmente para acotar lo que se
quiere contar y para probar teoremas y resultados que dependan de la
diferencia de los tamarfios de los conjuntos involucrados. A continuacién
mostramos algunos usos del mismo.

Ejemplo 1.16 Si se toman n + 1 nimeros #’s de [2n], alguno divide a
otro.

Sea X el conjunto elegido de cardinalidad n + 1, y sea
I ={i€[2n]:iimpar }. Se define f : X — I como:

f(z) = maximo impar que divide a z

Claramente f estd bien definida y por el Principio del Palomar exiten z; y
xo tales que estan en la misma fibra de f, esto es, tienen la misma imagen
bajo f. Por lo tanto, si llamo m a dicho méximo, se tiene que z; = m2* y
xo = m2°. Por consiguiente, si k > s, entonces x5 divide a z1, y si, por el
contrario, k < s, entonces x; divide a 5.

Ejercicio 1.14 Demostrar que en la ciudad de Nueva York hay dos per-
sonas con igual cantidad de pelos en la cabeza.

Ejemplo 1.17 Sin > pg+1 > 0, toda secuencia de n enteros contiene una
subsecuencia estrictamene creciente de p + 1 términos o una subsecuencia
decreciente de q + 1 términos.

Sea < x1,%2,...,T, > una secuencia cualquiera de enteros. Para toda
i € [n], sea £; la longitud de la subsecuencia decreciente mds larga con
primer término x;, y sea l;" la longitud de la subsecuencia estrictamente
creciente mas larga con primer término z;. Si la proposicién es falsa, se
tiene que 1 < ¢; < gy 1 < (¢ < py porlotanto ((;,¢7) € [q] x [p] ¥
f@i) = (¢;,¢]) es una funcién total de los indices de la secuencia, [n], en
[q] x [p]. Ademds f es inyectiva, pues si ¢ # j, asumiendo sin pérdida de
generalidad que i < j se tiene que si x; < x; entonces £; > €]-+ lo cual

implica que (¢; ,¢]) # (K;,Kj), o que si 7; > z; entonces £; < £; lo que

también implica que (£;,€) # (£;,£]). Por lo tanto, por el Principio del
Palomar, n < pg, y como pg+ 1 < n, se tiene que pg+ 1 < n < pq lo cual

es una contradicciéon que provino de suponer que la secuencia no contenia
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subsecuencia estrictamente creciente de tamano p + 1 ni subsecuencia de-
creciente de tamano ¢q + 1.

La prueba anterior se efectudé por reduccién al absurdo. A continuacién
daremos una prueba constructiva del mismo ejemplo.

Dada una secuencia cualquiera < z1,z2,...,z, > de n enteros, mos-
traremos que si la misma no tiene una subsecencia estrictamente creciente
de longitud p + 1 entonces tiene una subsecuencia decreciente de longitud
g+ 1. Para todo i € [n], sea ¢; la longitud de la subsecuencia estrictamente

creciente més larga que comienza en x;. Por hipétesis, Vi € {1,2,...,n} se
tiene que 1 < ¢; < p. Por lo tanto definimos f : [n] — [p] como
fli) =4

Esto es, a cada elemento de la secuencia, que identificamos con su indice, le
asignamos la longitud de la subsecuencia estrictamente creciente mas larga
cuyo primer término es dicho elemento. Luego por el principio del Palomar
concluimos que existen por lo menos g + 1 subsecuencias con igual longi-
tud. Sea I el conjunto de los indices donde comienzan tales subsecuencias.
Reetiquetando estos indices de tal forma que queden ordenados tenemos:

i1 <’i2<"'<’iq+1

Se tiene que la secuencia x;,, T;,, ** T3,,, €S una secuencia decreciente de
longitud ¢ + 1, debido a que si z;; < x;;,,, dado que a partir de z;;,, hay
una secuencia estrictamente creciente de longitud, digamos, k£ a partir de
x;; habra una secuencia estrictamente creciente de longitud k + 1; lo cual
es una contradiccién pues todas las subsecuencias estrictamente crecientes
que empiezan en estos términos tienen igual longitud.

1.12 Conteo de Pares

Terminaremos este capitulo presentando una técnica de conteo que se conoce
como conteo de pares. La misma se usa cuando las configuraciones que se
desean contar se pueden asociar con otras conocidas por medios de pares.
Se puede enunciar como sigue:

Si PC Ax By sedefinen P ={be€ B:(a,b) € P}y
Pyy ={a € A: (a,b) € P}, entonces

1P| = |P@W]=>"|Pyl .

acA beB
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Se ilustrara su uso con los siguientes ejemplos.
Ejemplo 1.18 ;Cudl es la cardinalidad de A x B?
Si se toma P = A x B sale que [P| =3, ,|S@|=3,.4|B| = |4]|B|.

Ejemplo 1.19 Hallar una formula que relacione el nimero de caras C
que tiene un n—gono reqular con el nimero V de vértices del mismo si
cada vértice pertenece a k caras.

Como toda cara de un n—gono se puede asociar con los vértices que la
delimitan y a su vez todo vértice se puede asociar con las caras que delimita
consideraremos el conjunto de pares (vértice, cara), esto es:

P = {(e,v) : ¢ cara del n—gono ,v vértice del n—gono}

y contemos a |P| de las dos formas siguientes:
1) Fijo una cara y cuento los vértices que la delimitan. Si llamo C al
conjunto de las caras se tiene que:

Pl =P,
ceC
y como cada cara estd delimitada por n vértices, se tiene que
|P| = Zn:n|C| =nC .
ceC

2) Fijo un vértice y cuento las caras de las que forma parte. Si denotamos
por V al conjunto de los vértices se tiene que

1Pl = 1Pl =Y k=kV|=kV,
veY veY

pues cada vértice pertenece a k caras. Concluimos que
nC = kV

Ejercicio 1.15 En una reunion hay 32 muchachos. ;Cudntas chicas hay
en la reunion si se sabe que cada muchacho conoce a cinco chicas y cada
chica conoce a ocho muchachos?

Ejercicio 1.16 En una fiesta hay 88 personas, entre pavos y pavas. Si
cada pava bailé con 8 pavos y cada pavo baild con 5 pavas, ;cudntos pavos
y pavas habia en la fiesta?
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1.13 Problemas

1.

10.

11.

.De cudntas maneras diferentes puede contestarse un examen de n
preguntas de escogencia multiple si cada pregunta tiene m respuestas
posibles y pueden dejarse preguntas en blanco?

. De cuantas formas diferentes pueden seleccionarse tres grupos de dos
personas de un grupo de 6 personas?

Hay cuatro hombres y seis mujeres. Cada hombre se casa con una de
las mujeres. ;De cudantas maneras puede ocurrir esto?

i Cudntos subconjuntos de [10] contienen por lo menos un entero im-
?
par?

;,Cudntas formas hay de repartir n monedas iguales—por ejemplo:
morocotas—entre m personas, si cada persona debe recibir por lo
menos una moneda?

. De cudntas maneras diferentes se pueden pintar las caras de un cubo
con 6 colores si cada cara debe pintarse de un color distinto y dos
coloramientos se consideran iguales si uno se obtiene del otro rotando
el cubo?

Tenemos k postales distintas y queremos enviarlas todas a nuestros
n amigos (cada amigo puede recibir cualquier nimero de postales,
incluyendo 0). ;De cudntas maneras se puede lograr esto? ;Qué pasa
si queremos que cada amigo reciba por lo menos una tarjeta?

(a) (Cuéntas permutaciones de [6] fijan al 1?7

(b) ;Cudntas permutaciones de [6] tienen exactamente dos ciclos?
(c) (En cudntas permutaciones de [6] w(1) # 27
i De cudntas formas se pueden sentar 7 personas en una mesa redonda

si dos arreglos se consideran iguales si cada persona tiene los mismos
vecinos, no necesariamente del mismo lado?

Un grupo de diez personas se divide en cinco grupos de 2 personas
cada uno. ;De cudntas maneras se puede realizar esto?

Contar los siguientes conjuntos de funciones:
(a) {f € [m]l": (i, € n])(i <j = f(i) < F(7)}
(b) {f € [m]™ : (Vi j € )i < j = f()) < F()}
() {f € [m]™ = (Vi,j € [n])(i < j = f(i) > f(1)}
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12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.
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(d) {f € m]" = (Vi € [n])(f(i) 2 )}

Una heladeria vende 10 sabores diferentes de helados. ;De cuantas
maneras diferentes puede un cliente comprar 5 barquillas de un solo
sabor, no necesariamente diferentes?

Sean n,k € IN* fijos. (IN* = IN — {0})
(a) ;Cudntos elementos tiene el conjunto: {(Ay, Aa,..., Ag) : (Vi €
[KD)(Ai € [n])&(Vi # j)(Ai N A; = 0)}?
(b) {Cudntas matrices de n x k de ceros y unos tales que la suma de
cada fila es < 1 existen?
(c) ;Cuéntos elementos tiene el conjunto: {(A41, A4s,...,Ax) : (Vi €

[K])(Ai € )& Ny Ai = 0}?

;Cudntas secuencias (a1, as, ..., a12) tienen cuatro 0’s y ocho 1’s y no
tienen dos ceros consecutivos?

Se desea colorear los vértices distinguibles de un pentigono regular
con ¢ colores, jde cuantas formas diferentes se puede lograr esto si se
quiere que vértices adyacentes tengan distintos colores?

En una tienda hay k clases de tarjetas postales. Queremos enviar
postales a n amigos. De cudntas formas se puenden enviar si,

(i) Queremos que cada uno reciba una tarjeta
(7) Queremos que cada uno reciba una tarjeta diferente

(i) Queremos que cada uno reciba dos tarjetas

)
(iv) Queremos que cada uno reciba dos tarjetas diferentes. Pero

dos personas diferentes pueden recibir las mismas dos tar-
jetas.

Demuestre combinatoriamente que

(a) (ntm) = Ef:o (?) (lﬁi)

(b) ((::L)) = ((ng_ll Sug.: Puntos, rayas y multiconjuntos

En el plano IN x IN, ;cudntos caminos hay de (0,0) a (m,n) si en
cada paso se debe subir una unidad o avanzar hacia la derecha una
unidad?

(a) {Cudntas soluciones en enteros positivos tiene la ecuacién z; +
Lo+ -+ xp =07
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20.

21.

22.

23.
24.

25.

26.

27.
28.
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(b) ;Cudntas soluciones en enteros no negativos tiene la ecuacién
Ty + T2+ -+ xy =47

(a) Sea f(n,k) el nimero de maneras en que n personas hacen cola
frente a las k taquillas de un banco. Por ejemplo, f(n,1) = n!
y f(1,k) = k. Encuentre una expresién sencilla explicita para
f(n, k).

(b) Lo mismo que en (a), excepto que ninguna de las k colas puede
ser vacia.

Un anagrama es una palabra que resulta de la permutacién de las
letras de una palabra. ;Cudntos anagramas tiene la palabra MISSIS-
SIPPI?, ; En cudntos las cuatro S’s no estan juntas?

Dados dos conjuntos finitos A y B, jcudl es el nimero de relaciones
binarias de A en B?

;, Cudntas secuencias de ceros y unos hay con m ceros y n unos?

;Cudnto subconjuntos de tres elementos hay de [300], tales que la
suma de sus elementos sea multiplo de tres?

Dado un alfabeto de 28 letras, ;jcudntos subconjuntos de tres letras
pueden escogerse si las letras de ningin grupo deben ser consecutivas?

(Zﬁ)! y 53,,—7;)"’ son

Use un argumento combinatorio para probar que
nimeros enteros.

Pruebe combinatoriamente que n!(»~1" divide a (n!)!.

Se desea colocar k bolas en n cajas; diga de cudntas formas diferentes
puede hacerse esto si:
(a) Si las bolas estan etiquetadas y las cajas son indistinguibles.

(b) Si las bolas son distinguibles y las cajas son indistinguibles, pero
no se permiten cajas vacias.

Como en (a) pero en cada caja debe tener maximo una bola.
Bolas indistinguibles y cajas distinguibles.

Como en (d) pero cada caja debe tener méximo una bola.

Si las bolas son distinguibles y las cajas también.

)

)

)

) Como en (d) pero sin cajas vacias.

)

) Como en (g) pero se coloca méximo una bola por caja.
)

Como en (g) pero en cada caja se coloca minimo una bola.
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29.

30.

31.

32.

33.

34.
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.De cudntas formas diferentes se puede cambiar un billete de 100
ddlares en billetes de 1, 2, 5, 10, 20, 50 ddlares?

Calcular mediante un argumento combinatorio el nimero a(k,n) de
k—subconjuntos de {e1,ez,...,en} que no contienen dos elementos
consecutivos.

Si z,y,n € IN, demuestre combinatoriamente que

Grypr=3 (’Z) piynei

=0

;Cuantas de las secuencias binarias que contienen k ceros y m unos
no tienen dos ceros consecutivos?

En el desarrollo de (1 + 22 4+ 2°)' cuél es el coeficiente de
(a) ', (b) 2!

Se tienen k libros rojos y m libros negros que deben colocarse en un
estante, en linea uno al lado del otro. De cudntas maneras pueden
colocarse si

(a) todos los libros son distintos

(b) todos los libros son distintos y se quiere que los libros del mismo
color queden juntos

(c) todos los libros son distintos y se quiere que no queden dos libros
negros juntos

(d) los libros rojos son indistinguibles, los negros son distinguibles y
se quiere que no queden dos libros negros juntos

(e) los rojos son indistinguibles, los negros son distintos y no debe
haber dos rojos juntos

(f) los libros de un mismo color son indistinguibles

(g) todos los libros de un mismo color son indistinguibles pero se
quiere que no queden dos rojos juntos



Cudndo hay que apartarse.—Debes apartarte, al menos
por cierto tiempo, de lo que quieres conocer y medir.
Las altas torres que se elevan por encima de las casas,
s6lo se distinguen desde fuera de la ciudad.

El viajero y su sombra. Federico Nietzsche.

Capitulo 2

Manipulaciéon de Sumas

El objetivo de este breve capitulo es presentar formalmente las nota-
ciones usuales para representar sumas y productos de subconjuntos de tér-
minos de sucesiones. La intencién es lograr que el lector puedea elegir la
notacién que més le convenga en un momento dado para lograr transformar
una suma dada en una férmula cerrada. Se presentan las reglas basicas de
manipulacién de sumas y ejemplos de aplicacién de las mismas.

2.1 Generalidades

Dada una secuencia de numeros a1, as,. . ., de un anillo (4, +, -), con mucha
frecuencia estamos interesados en la suma de una parte de ella, como por
ejemplo la suma de los n primeros términos de la secuencia. Dicha suma se
puede representar por

a +a+...+a,

Los puntos significan que deben también sumarse todos los términos com-
prendidos entre as y a,. Un ejemplo es 20 + 2! + ... 4+ 2771y significa
sumar los n primeros términos de la sucesién {2"}22 .

Otra forma de representar dicha suma es usando la notacién Sigma

n
D ai
i=1

Significa: sumar todos los términos a; tales que el indice i es un entero entre
los limites 1 y n. Por ejemplo E?iz i2 significa sumar todos los productos
de la forma 2% con i un entero tal que 2 < i < 20 y que en notacién de
puntos serfa 222 +3-23 4+ ... 42022, Dicha notacién fue inventada por
el astrénomo y matemético italo-francés Joseph Louis Lagrange en 1772

27
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y posteriormente popularizada por el también matemético y fisico francés
Joseph Fourier en 1820.

La notacién ) con delimitadores se puede generalizar escribiendo una o
mas condiciones debajo del signo ) para especificar el conjunto de indices
sobre el cual se desea sumar. Ejemplos:

Z a;, Z i, Z as, Z ijbjkCri
1<i<n iel iiiéigmr 1%3?’;
1<k<r
Debe entenderse que cuando haya madas de una condicién debajo del
signo de sumacién la suma se hard sobre los indices que satisfagan todas
las condiciones especificadas. Esta generalizacion nos permite indicar sumas
en las cuales los indices no son necesariamente enteros y aun siendolo no lo
son consecutivos.
Formalmente, la notacién anterior es equivalente a la notacién

D a

R(i)

que significa sumar todos los a; para los cuales i satisface la condicién R(7).
Se sobreentiende que las sumas a considerar tienen sélo un nimero finito
de términos no nulos y que una suma vacia tiene el valor CERO.

Comentario

La notacién con puntos suspensivos tiene la ventaja de mostrar casi todos
los términos de la suma—Ud. para cuando se fastidia o se ha convencido de
que se entiende.—y por lo tanto uno puede hacerse una idea més clara de lo
que se desea sumar y como manipular la suma para lograrlo. Pero, tiene la
desventaja de requerir mucho espacio del que a veces no se dispone. A veces
conviene expandir la notacién sigma a la notacién puntos suspensivos para
tener una mejor idea de lo que se desea sumar; puede ser particularmente
itil cuando se estdn dando los primeros pasos para realizar cambios de
variables.

La notacién sigma con delimitadores es més elegante y compacta que
las otras dos pero es menos util que la generalizada, por ejemplo, en el
momento de cambiar los limites de una suma.

Supongamos que en la suma EQSiSH-H 2=1 o su andloga con delimita-

dores 311 2i=1 deseamos cambiar i por j + 1. Mientras, que en el caso
generalizado al sustituir nos queda "y ;11,1 27771 =30, 27 pues
restamos en cada lado de la disigualdad. En el otro caso, tenemos que

calcular los nuevos limites de sumacion. Si somos descuidados y olvidamos
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cambiar el limite superior nos daria 2?111:2 2i+1-1 — Z?;l 2. Recor-
dando que el limite superior significai =n+ 1 se tiene que j+1=n+1y
por consiguiente que j = n. Por lo tanto la suma queda realmente }_7_, 27.
Observe que el cambio resulté un poquito més laborioso y que los riesgos
de equivocarse son superiores.

Recomendamos usar la notacién ¥ con delimitadores sélo para presentar
y finalizar un problema porque es més elegante, mientras que recomendamos
usar la notacién ¥ generalizada en todas las partes donde se requiera hacer
alguna manipulacién.

2.2 Propiedades de las Sumas

Si I es un conjunto finito de indices se tiene que

Asociatividad:
YIRS WIS WS
iel iel iel
Conmutatividad:
D 4= D ay -
iel p(i)el
Distributividad:
Z Ca; = C Z a; .
i€l iel

La propiedad asociativa nos permite agrupar dos sumas en una sola o partir
una suma en otras dos nuevas sumas. La propiedad conmutativa permite
alterar el orden en el cual se reliza la suma. Entiendase p como una per-
mutacién del conjunto de los indices. La propiedad distributiva nos per-
mite introducir una constante dentro del signo de sumatoria o extraerla del
mismo.

Para ilustrar el uso de estas tres propiedades determinaremos el valor
de la suma de los primeros términos de una progresién aritmética. Una
progresion aritmética es una sucesién de nimeros en la cual cada término,
salvo el primero, se obtiene del anterior sumando una cantidad constante
que se denomina razén.

Este problema fue resuelto por Gauss en 1786, a la edad de nueve afios.
Parece ser que su maestro le pidié que sumara todos los numeros del 1 al
60; Gauss tomd su pizarra portatil y escribié el ndmero 1830. El maestro
sorprendido de lo rapido que el nifio habia llegado a la respuesta sin haber
hecho aparéntemente ninguna cuenta le pregunté: “;Cémo lo hiciste”; a lo
cual el nino respondié: “Coloqué los niimeros en orden y sumé el primero
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y el iltimo, la suma dié 61, luego sume el segundo y el pentltimo, la suma
volvié a dar 61, repitiendo el proceso consegui 30 sumas que dan 61, luego
la respuesta es 61 x 30”.

Ejemplo 2.1 (Suma de los términos de una progresién aritmética)
Determine una férmula para la suma de los n primeros términos de una
progresion aritmética de razon r.

Explicaciéon: Sea S, la suma de los n primeros términos de una progresién
aritmética de razén r y sean a;, con 1 < i < n los términos de la progresion.
Queremos hallar una férmula cerrada para

n
Sn: E a; -
i=1

Sabemos que para todo i se tiene que a; = a; + (i — 1)r, luego S,, =
St ai =1 a1+ (i — 1)ry como también a; = a,+ (i—n)r se tiene que
Sn =Y 1<icn @n + (i —n)r. En esta tltima suma se suma a; + a2 + - + ap;
si se permuta el orden de los sumandos por a,,+a,—1 +- - -+as+a;, basados
en la propiedad conmutativa, usando la permutacién p(i) = n — i + 1) se
tiene que S, = Y i n+ (G —n)r =3 cptn+ (R —i+1)—n)r =
Y 1<icn@n — (i —1)r. Sumando las dos expresiones de S, y usando la
propiedad asociativa y después la propiedad distributiva se tiene

Sn+Sn = Za1+(z—l)r+ Zan_(l—l)’l"
i=1 1<i<n
25, = (w+(i—1r)+(an—(i-1Dr)
1<i<n
= Z a1 + an prop. distributiva
1<i<n
= (0,1 + an) Z 1
1<i<n
= (a1 +ap)n .
De donde se deduce que S,, = W

Ejercicio 2.1 Use la propiedad distributiva para probar la siguiente gene-
ralizacion de la propiedad distributive para sumas

O a)(d b)) =YD aiby)

R(j) el6) R(1) C()
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Cambio de variables
Dada una suma de la forma 3 ;) a;

e Uno podria estar interesado en cambiar el nombre de la variable que
sirve de indice, esto es, sustituir E.R(i) a; por 'ZR(,C) ay. .P(')r ejem-
plo, supongamos que deseamos aplicar la propiedad asociativa para
compactar la siguiente suma

. .9
> i+ 0
1<i<n  1<j<n

Si cambiamos en la segunda suma j por i, en base a la propiedad
distributiva, se tiene

i+ Y it= > (i+i?) .
1<i<n 1<j=<n 1<i<n
con lo cual conseguimos nuestro objetivo.

e También se puede permutar el orden de los sumandos usando una
permutacién p del conjunto de los indices en cuyo caso

Zai: Z ap(i) .
R(%)

R(p())

Esta igualdad es cierta debido a la propiedad conmutativa de la adi-
cién en todo anillo.

e El caso mas interesante de cambio de variables consiste en trasladar
el conjunto de indices. Con este cambio se consigue que una suma
comience con el valor del indice que nos convenga. El conjunto de los
indices se traslada mediante la biyeccién t(i) = ¢ + ¢ para obtener la

férmula
Zai = Z at(i) .

R(i) R(t(2))

Por ejemplo, si queremos que la suma ), <i<nt2 @i comience en i = 0
sustituimos ¢ por ¢ + 2 y restamos 2 en cada mienbro de la inecuacién
doble que representa el dominio para obtener

E a; = E Qi+2 = E Qi42 -
2<i<n+2 2<i+2<n+2 0<i<n

En la férmula ¢(7) = i + ¢, ¢ es un entero que de ser positivo traslada
los indices hacia la izquierda y de ser negativo los traslada hacia la
derecha. Otras biyecciones que pueden usarse son (i) = ¢ — .
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Manipulacién del dominio

En algunas situaciones nos encontramos con la suma de dos sumatorias so-
bre dos dominios R(i) y C(i), y podria ser conveniente reordenar los domi-
nios con el fin de simplificar dichas sumas, en este sentido es 1til la siguiente
férmula que es una versién de un principio conocido como principio de
inclusién y exclusion y que estudiaremos en detalle en el capitulo 4.

Zai-i—Zai: Z a; + Z a; -
C(i)

R(i) R(i)VC (i) R(i)AC (i)
Dos ejemplos de aplicaion de esta férmula son los siguientes

o Agregar o separar uno o mds términos de una suma; ejemplo:

a0+2ai: Zai.

1<i<n 0<i<n

e Juntar dos sumas que pueden tener términos comunes; ejemplo:

Z a; + Z a; = Z ai+a, 0<m<n.

0<i<m m<i<n 0<i<n

Sumas Multiples

Una suma puede tener mas de un indice; puede tener miltiples indices, por

ejemplo

> i

R(i,j)
es una suma con dos indices y significa sumar todos los productos i2/ tales
que el par (i, ) satisfaga la relacién R(i,7). Dicha relacién podria ser, por
ejemplo, 1 <i,j<nol<i<j<n.

Cuando se desea resolver una suma con dos indices la suma se suele

escribir como una suma de sumas, por ejemplo

2. owi= ), )y

1<i<j<n a<j<n1<i<j

donde el lado derecho es una abreviacién de }°, i<, (31 <;<;aij). Esto
quiere decir que hay que resolver la suma interna cuyo indice es ¢ y final-
mente resolver la suma externa que tiene por indice j. Esto es, se suma
sobre i con j fijo y el resultado se suma sobre las j. Se pudo haber elegido
sumar primero sobre las j. Esto se discutira en la siguiente seccién.
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Intercanbio del Orden de Sumacion

Cuando se pretende resolver una suma con dos indices ¢ y 7 hay dos posibles
ordenes de hacer las sumas: sumar sobre i y luego sobre j o sumar sobre
j v luego sobre i. Generalmente uno de los dos suele ser mds ficil; es por
ello que conviene probar cual de los dos es el mas facil.

Hay béasicamente dos casos de intercambio del orden de sumacién:

e Si los dominios de las sumas son independientes uno del otro, sim-
plemente se intercambian las dos sumas manteniendo sus dominios

inalterables.
UL NI
R(i) S(4) S(4) R(i
Por ejemplo,
Z Z“ia‘: Z Zaij-
1<i<21<5<3 1<j<31<i<2

e Si el dominio de la suma interna depende del de la externa, hay que
determinar cudles son los nuevos dominios de la suma

)IDIXIED DD DI
R(i) S5(i,5) S'(4) R'(4,4)
Ejemplo: Sumar los elementos a;; tales que 1 < j <i<n
DI IRTED VD oETE
1<i<n1<j<i 1<j<n j<i<n

El problema se resuelve representando graficamente el conjunto de los
indices sobre el cual se desea sumar y eligiendo el orden en el que se
quiere sumar: primero sobre las ¢ y luego sobre las j o viceversa.

2.3 Manipulacion de Sumas

En esta seccién se mostrardn varios ejemplos que ilustran las propiedades de
las sumas y las técnicas de manipulacién presentadas en la seccién anterior.

Método de la perturbacion

Este método se basa en la operacién de separar un término de una suma.
Nos permite hallar una férmula cerrada para algunas sumas. Empezamos
denominando la suma que queremos evaluar .S,

Sn: Zai.

0<i<n
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(Nombrar y conquistar.) Luego escribimos S,4; en dos formas diferen-
tes separdndole en una el dltimo término y en la otra el primer término.
Finalmente, trabajamos en la ultima suma para expresarla en funcién de
Sn- Si lo logramos, obtenemos una ecuacién cuya solucién es la suma que
buscdbamos.

Usaremos este método para hallar la suma de los primeros n términos
de una progresiéon geométrica.

Ejemplo 2.2 Suma de los términos de una progresiéon geométrica
Hallar una formula cerrada para

Sn = Z az’ .

0<i<n

Explicacion: El paso de nombrar ya estd efectuado. Escribiendo S,
con el ultimo término separado y luego con el primero separado como lo
indica el esquema de perturbacién se tiene

az® + E ax’

1<i<n+1

= a-+ Z ax”l

1<i+1<n+1

S, + az™ !

De donde despejando S, se tiene

1_1.n+1
S, =a

11—z

Ejercicio 2.2 Hallar una formula cerrada para la siguiente suma

> it

0<i<n

Ejemplo 2.3 Hallar el valor de la suma Y. i?.
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Explicacién: Porel método de la perturbacién denotamos S, = ), <, <, %
y escribimos Sy, 41 en funcién de S,

Sntm+1)? = 1+ Y

2<i<n+1

= 1+ > (i+1)?

2<i+1<n+1

= 1+ > (i+1)

1<i<n

= 1+ Y (i*+2i+1)

1<i<n
= 1+ > P+ > 2+ » 1
1<i<n 1<i<n 1<i<n

= 145,42 ) i+n

1<i<n

Dado que las S,, se cancelan hemos fracasado en el intento, pero no todo
estd perdido, pues podemos obtener una férmula para ZZ 1 4, esto es:

2”: n+1

Ademis esto nos sugiere que si perturbamos la suma de cubos tal vez halle-
mos una férmula para la suma de cuadrados. En efecto,

IEY

2<i<n+1

= 1+ > (i+1?

2<i+1<n+1
= 1+ > (i+1)7°
1<i<n
= 1+ Y (®+3%+3i+1)

1<i<n

= 1+ > @43 > 43> i+ » 1

1<i<n 1<i<n 1<i<n 1<i<n

= 14+S5,+3 Z i?+3 Z i+n

1<i<n 1<i<n

Sp+ (n+1)3



Hacerlo en el

otro orden nos

lleva de vuelta
n .2

a

i=1
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Lo cual nos permite concluir que

n(n+1)(2n +1)
T 2 I .

1<i<n

2

Otra forma de obtener el valor de ) ", i? es observar que i* es igual a

t+1---+1i. Luego
—_————

i veces

1+
2+ 2+
Z’ =3+ 3+ 3+

n+ n+ n+ -+ n

En este momento tenemos dos formas de atacar el problema:

La primera es escribir la suma indicada como una suma doble, con lo cual es-
tarfamos haciendo—en algin sentido—un cambio en el orden de sumacion.
Nos conviene movernos sobre las columnas y sumar los elementos en cada

una de ellas, esto es,
DI

1<j<n j<i<n

Manipulando esta suma se tiene que

Sp =

-
I
-

- .

IN M 3
LY

IN =,

3 [V
LY

IN

2

A

S

I I
]

1<j<n j<k+j<n
= > D> ki
1<j<n0<k<n—j
n—j)n—-—75+1 . .
1<j<n
m—j)n—j+1)+2j(n—j+1)

Il
g

2
(n—j+1n—j+2j)
2

1<j<n

Il
g

_ Z LRI TSVUEY)

1<j<n
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- ¥ n’+n—j’+j

1<j<n 2
_ nn(n+1) 1 n(n+1)
N 2 QSn + 4
Por lo tanto,
3 n?(n+1 +1
85 _ i+l n(ntl)
2 2 4
y por consiguiente
5 n(n+1)(2n +1)

6

El segundo enfoque se basa en contar el complemento; para ello completa-
mos el arreglo de nimeros anterior agregando: n — 1 1’s en la primera fila
n — 2 2’s en la segunda fila y asi sucesivamente hasta obtener la siguiente
matriz de n X n, en la cual los nimeros agregados estan en negrita

1+ 1 1 .- 1
2+ 2+ 2 - 2
3+ 3+ 3+ 3
n+ n+ n+ -+ n
En esta matriz cada columna suma, @, por lo tanto la suma de todos

los elementos de la matriz es =
por encima de la diagonal por S,.

Para determinar S}, nos conviene movernos sobre las columnas y sumar
los elementos en cada fila, esto nos da que

Sp,o= > >

1<j<n—11<i<j

_ G+
- Yy B

2
7(72”1) . Denotemos la suma de los elementos

1<j<n—1
1 , 1 .
= 3 J +§ Z J
1<j<n—1 1<j<n-1
1 5 n?  1n(n-1)
T2 ) Ty
1<j<n
1 n(n +1)
= -5 —
2" 4
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Por consiguiente,

n*(n+1) 1 N n(n + 1)

de donde se deduce que

_n2n+1)(n+1)
S, = 6

2.4 Productos

Para abreviar el producto de una parte de los términos de una sucesién usa-
remos los tipos de notaciones equivalentes al caso de las sumas: la notacién
de puntos suspensivos a - as - as - - - a, que indica que se deben multiplicar
los primeros n términos de la sucesion {a;}$2,, la notacién Pi con delimi-
tadores y la notaciéon Pi generalizada. Estas dos tultimas se muestran a

continuacién:
n
[L e II @ Lo
i=1

1<i<n R(4)

y sus significados son andlogos a los correspondientes de sumas. Alerta: un
producto vacio se define como la unidad.

Como en el caso de las sumas son véalidas las reglas de cambio de varia-
bles, intercambio del orden de multiplicaciéon y manipulacién de los domi-
nios.

Producto de Binomios

Ejemplo 2.4 (Producto de Binomios) Siz y a; pertenecen a un anillo
conmutativo (A, +,-) efectie el siguiente producto

H (z + ag) .
k=1

Explicacién: Para familiarizarnos con el problema consideremos el caso
n = 2. Esto es, hallemos (z+a1 )(z+a2); aplicando la propiedad distributiva
se tiene que (z+a;)(z+az) = 22 +zas+a;x+ayas; asociando y conmutando
y usando la transitividad de la igualdad se tiene que

( +a1)(z +az) = 2° + (a1 + a2)z + ajas .
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El lector puede comprobar que si n = 3 se tiene
(z4a1)(z+as2)(z+as) = :r3+(a1 +a2+a3)x2+(a1a2+a1a3+a2a3)x+a1a2a3.

Se observa en estos dos casos que el resultado es un polinomio de grado
nen z: sox"™ + 512" + 8522”2 + -+ + 5,17 + 5, donde cada s es la
suma de todos los productos de k factores a;, 1 <4 < n. En este momento
podriamos conjeturar que
n
H (x +ap) = sox™ + 512" L+ 502" 2 4 F 512 + 5y,
k=1
donde cada sj, es la suma de todos los productos de k factores a;, 1 < i < n.
Para probar dicha conjetura expresamos la notacién— [] en notacién de
puntos suspensivos
n
[[@+a) =@+a)a+a) - (z+an) -
k=1
Noétese que, en base a la propiedad distributiva, para realizar este producto
hay que elegir en cada paréntesis un término y multiplicar los n términos
elegidos; si elegimos ¢ x’s tenemos, por la conmutatividad, que cualquiera
sean los otros términos elegidos dichos produtos tienen como factor a z’ y
al producto de los n — i ay, elegidos. Luego, el coeficiente de z? es

E : Ay Qg " Ay -
1<k1<ko<---<kn_i<n
Por consiguiente, el producto es, en efecto, un polinomio de grado n donde

cada s; es la suma anterior. .

En ciertas ocasiones lo que deseamos es efectuar el proceso contrario, esto
es, transformar una suma doble de productos en un producto. Los siguientes
dos ejercicios permiten ilustrar esta afirmacién.

Ejercicio 2.3 Exprese la siguiente suma como un producto

k

a a a a

DR DI D DR R W
i=1 1<i<j<k 1<i<j<t<k

Ejercicio 2.4 Exprese la siguiente suma como un producto

k—1 k—2 k—3 1

k
a a a
AR b D DI ¥ vk N DR ¥ s R

1<i<j<<k
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2.5 Problemas

10.

11.

. (Cudnto vale lasuma 1+ 1 + &= + =+ + L7

5n
;Cudnto vale la suma ) ;- ar’ si0 < m < n?
7’ n -
Evaltde > ;. ipara0<m<n
.Cudl es el valor de ) ... (a; —a;_1)?

Use el método de las perturbaciones para hallar E?:o i, E?:o iy
POFEPEA

Evalte ), <, 2_.<j<,tj. Puede usar algtin resultado obtenido pre-
viamente. o

Halle el valor de " 2!

(a) Por el método de la perturbacién

(b) Escribiendo la suma como una suma doble y cambiando el orden
de sumacién

Probar que si z # 1 entonces

. ona"P? 4z — (n4 1)zt
S =
P (x —1)2

;,Cuénto vale la suma de los cuadrados de los primero n nimeros
impares? Escribala como una suma doble e invierta el orden de
sumacién.

Evaltie

(@) Yi<icn 7D
(b) ngign ﬁ
(c) ngigoo ﬁ

Trate de usar el método de perturbacién para evaluar ), ., iH;, y
concluya que ZlgignHi =(n+1)H,—n. (H, = 1+%+%+...+%)



Nefasto.—Con seguridad se hecha a perder
a un joven ensefiandole a apreciar més al que

piensa como él que al que piensa lo contrario.

Aurora, Federico Nietzsche.

Capitulo 3
Binomio y Coeficientes

3.1 Teorema del Binomio

Teorema 3.1 Si (A, +,-) es un anillo conmutativo con identidad, se tiene
que para todo x,y € A y para todon € IN se cumple que

(z+y)" = zn: (?) Y (3.1)

=0

Este teorema puede probarse combinatoriamente de la siguiente manera:
El lado izquierdo de la igualdad es el producto de n términos, cada uno de
los cuales tiene los mismos dos sumandos:

n

@ty =]]@+y) =@ +yaty - @+y)

n veces

Por lo tanto, este producto es igual a la suma de todos los productos que
resulten de elegir en cada paréntesis una x o una y, y multiplicar los n
simbolos elegidos. Supongamos que elegimos i x’s y n — i y’s; luego, si
asumimos que x y y conmutan, se tiene que el producto de los simbolos
elegidos es z'y"~". Ademds, como i z’s se pueden elegir de (7) formas
diferentes de entre los n paréntesis, se tiene que este término aparece en la,
suma, (’Z) veces. Luego clasificando los sumandos segin el numero de z’s
elegidas se tiene, por el principio de adicién, que

=3 (e

41
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Un caso particular que vale la pena mencionar se tiene cuando y = 1
obteniéndose .
mn .
r+1)" = N 3.2
e+t =3 (1) (32)

Es importante observar que los coeficientes (’Z‘) del desarrollo del binomio
son precisamente los niimeros que cuentan el niimero de i—subconjuntos de
un conjunto de n elementos. Es por tal razén que a estos nimeros se les
suele llamar coeficientes binomiales. Nosotros en ocasiones usaremos este
sobrenombre para referirnos a estos niimeros, pero es conveniente no perder
de vista qué cosa cuentan.

Del teorema del binomio pueden deducirse relaciones interesantes que
involucran a los coeficientes binomiales, por ejemplo, si x = 1 se tiene que

S0 0 () ()

2

Mientras que si x = —1 se tiene que

S ()= () - ()« (3) - v (=0 nno

Ejercicio 3.1 Demuestre que

n . n . n P n . n . n 4 gnt
0 2 4 1 3 5 B '
Maés ain, como z es una variable formal, podemos derivar o integrar

esta relacion para obtener otras relaciones notables entre los coeficientes
binomiales, por ejemplo si derivamos (3.2) se obtiene

n(x+1)" = (n) izt
i
=0

i

y si a esta ecuacién la evaluamos en x = 2 se tiene

n ' n
Z ,L'2171 ( ) — n3n71
i=0 v

Mientras que si integramos (3.2) con respecto a x entre x =ay x = b se

tiene que
b b\
ln — 13
/G(:v-i— )tdx /al2%<2>wdw
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n b
o iJi+1

a i=0

(:L‘ + 1)n+1
n+1

y si elegimos, por ejemplo, a = 0 y b = 2 se tiene que

= (n) 21Tt 3t
Z<i>i+1_ n+1l

=0

Ejercicio 3.2 Halle el valor de las siguientes sumas
(a) Yz (Z)Wﬁ}y
(b) Sico * ()

3.2 Coeficientes Binomiales

A continuacién mostraremos una serie de férmulas importantes que involu-
cran a los coeficientes binomiales y que vale la pena tener a la mano cuando
tenemos que manipular expresiones en las que aparezcan los coeficientes bi-
nomiales.

Proposicion 3.2 Los coeficientes binomiales satisfacen las siguientes pro-
piedades

(i) (7) = (") + (o)
Prueba: (i) Hay un tnico subconjunto de tamano 0 de un n—conjunto—el
conjunto vacio—, y un unico subconjunto de n elementos de un n—conjunto—
el conjunto mismo—.
(ii) Elegir un k—subconjunto de un n—conjunto puede hacerse de dos for-
mas equivalentes a saber: seleccionar de entre los n elementos del conjunto
los k elementos del k—subconjunto en cuestion, o elegir de entre los elemen-
tos del conjunto los n — k elementos que no deben estar en el subconjunto.
Lo primero puede efectuarse de () formas mientras que por el segundo
camino son (,",). Luego (7) = (,,”,)-

n—~k
(iii) Se probé en el ejercicio (1.10) en la pagina 8. a
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Una manera facil de obtener los valores de los coeficientes binomiales
es construir el siguiente arreglo que se conoce como tridngulo de Pascal o
Tartaglia

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1

1 ) 10 10 ) 1

La propiedad (i) justifica que los términos externos del tridngulo sean todos
1’s, mientras que la propiedad (iii) es la razén por la cual cada término in-
terno del tridngulo se puede obtener sumando sus dos vecinos mas cercanos
del nivel anterior. La simetria del tridngulo se debe a (ii).

(o) () () () (3) )
A continuacién presentaremos una serie de igualdades y sumas que in-

volucran a los coeficientes binomales y que nos permitiran aplicar las téc-
nicas adquiridas de manipulacién de sumas.

Ejemplo 3.1 Demuestre combinatoriamente que (::L) (’Z) = (Z) (::;_’;c)

Explicacién: Ambos lados de la igualdad pueden verse como el nimero
de maneras de formar dos grupos uno de tamafo k y otro de tamano m — k
de un conjunto de n elementos.

En el primer caso selecciono m de los n disponibles de (::L) formas posi-
bles y luego, de esos m, tomo k de (7]?) formas posibles, dando un total
de (:1) (7,?) formas de seleccionar dos grupos, uno de tamano k y otro de
tamafnio m — k, de un conjunto de n elementos.

En el segundo caso selecciono directamente k de los n disponibles y
luego selecciono m — k de los n — k restantes. °

Un caso particular inmediato es el siguiente:

Ejercicio 3.3 Demostrar combinatoriamente que (:1) = %(:;11)

La férmula dada en el siguiente ejercicio se conoce con el nombre de
., , . ., 1
convolucién de Vandermonde y no es més que una generalizacién de (”;'L ) =

(::L) + (mﬁl), por lo tanto puede resolverse usando el principio de adicién.
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Ejercicio 3.4 Demostrar combinatoriamente la formula de convolucion de

Vandermonde
zn: n P _(n+p
E)\m—=k) \ m )
k=0

En forma mds general, esta formula también puede escribirse como

> (4 (a2 = (20)
im0\ k) \m —k s+m
Ejemplo 3.2 (Suma Paralela) Demostrar que

E?LO (n—H) = (8) + (ni—l) + (n;—2) 4+ -+ (n+m) — (n+m+1)

(2 m m

Explicacién: Como (7) = (") se tiene que
o)+ (") = (") + "Jflg = ("
" Vs

1 ) y por lo tanto, después de m aplica-
ciones de (";1) =)+ (

T~ +1 +2 +
Y00 = Q) e ()
=0
+2 +2 +3 +
= (U)o e (0T
+3 +3 +4 +
= (")) ) e ()
= T+
- m
Otra forma es...: Como (') = (";'Ll) — (,r,) se tiene substituyendo y

manipulando la suma que

)DNGLEENETD

0<i<m 1<i<m
+it+1 +i
SR Y (G R
1<i<m
+it+1 +i
D MG B SN
1<i<m 1<i<m
B n n+j n+i
SR U S
sJysm <i<m
+j +m+1 +1 +i
- (’;)+2<2_<: Y R G e G )*2; G))
sSJism sSism
1

m
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A continuacién se muestra una suma que después de ciertos cambios se
puede resolver usando la férmula deducida en el ejercicio anterior.

Ejemplo 3.3 (Suma Superior) Demostrar que,
(i 0 1 2 n n+1
o \m m m m m m+1

Explicacién: Notese que la suma podria empezarse en i = m pues los
términos anteriores son todos nulos.

i=0 ogr;;ign n )
— (m-i—z)
—m;:n—m mn
+i +i
S T SN G
—m<i<—1 0<i<n—m
m 4+t
Sz o
(m+_(rzfm)+1)

g
I~
Il

+1’I’L7m
n
- (m+1)'

Un caso particular importante ocurre cuando m = 1 pues se tiene que

n . n 1 _ n+1 - , . . -5
Yol =20 (1) = ( 5 ) Mas atin como cualquier potencia ® se puede
expresar en término de (), (,*,), -.-,(;), usando, por ejemplo, el método
de coeficientes indeterminados, podemos obtener a partir de esta expresién

el valor de 7" i%.
Ejemplo 3.4 Hallar la suma ). >

como combinacién lineal de (}) y

(;) usando el método de coeficientes indeterminados.

¢ =) ()

i1
= a72(22 )—l-bi

Explicacién: Primero expresemos 2
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i(i — 1)a + 2bi
—

Por lo tanto, se tiene que 2i? = i(i — 1)a + 2bi; de donde

sii=1 2-1=2-1 =b=1
ysii=-1 2-1=2b-(-1) =>a=2

Luego se tiene que i = 2(}) + (!). Por lo tanto,

T = e+
i=1 i=1
=23 ()+2.()
i=1 i=1
n+1 n+1
= "7+ (")
2n+1)(n+1)n
6

. . . ’ . n .

Ejercicio 3.5 Usar la férmula de sumas superiores para evaluar Y i, i3
n o 4
UDIEEA

3.3 Generalizaciones

Con el fin de generalizar el teorema del binomio a casos donde el exponente
no sea un nimero natural, el mismo puede escribirse como

(1+2)"=1+nz+ "("2!_ D g2 nn = 13)!(" =254, (3.3)

Incluso conviene escribirla como

+o

(L+2)" =) —at

k=0

Noétese que la serie de la derecha termina después de n + 1 términos si n es
un ndmero entero positivo, pero continia indefinidamente si n es un entero
negativo.
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Si en la férmula (3.3) substituimos n por —n se tiene que

nin+1) , n(m+1)(n+2)

14+z)™ = i; nf+ T i z?
-3 n 1t
= ?j} ((Z)) (—1)kz* (3.4)

Esto puede verse como una generalizacién del coeficiente binomial (}), per-
mitiendo que n sea negativo. En este sentido, suele usarse la siguiente

notacion
()= () (HE) wen

., Qué cosas interesantes se le ocurren al particular? Por qué los multi-

conjuntos? ;Podria dar una prueba combinatoria de (3.4)?7 Recuerde que
— _ 1 _

(W+e) " = e = -

Ejercicio 3.6 Si n es un numero natural demuestre combinatoriamente

que
(1+2)" = io ((Z)) (—1)ka* .

k=0

Ma4s aun, el teorema sigue siendo valido si n es un numero real. En

particular, si n = % se tiene que

1 1, 122 1, 1 3. 23
1 /2 _ 14 = (=) 4 S (—D) (=2
(1+2) Tty a5
Otra generalizacién importante del teorema del binomio se tiene cuando
queremos una férmula para la n—ésima potencia de una suma de més de
dos términos. En dicho caso se tiene que

bt tm) = Y ( )

irbint o fip=n N D BTk

Note que la suma es sobre las composiciones débiles de n en k partes.

A esta férmula puede denomindrsele teorema multinomial por ser la
férmula de las potencias de un multinomio y a los coeficientes se les conoce
como coeficientes multinomiales—recuerde que estos coeficientes cuentan
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el nimero de formas de partir un conjunto de n elementos en k grupos
ordenados de tamanos i1, is,...,ir—
Es facil ver que

01,02, -5k i1 i2 i3 i
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3.4 Problemas

1. Demuestre que (Z) = n_ﬁk(n;l)

2. ;Cuénto da la suma Yo (7)k?
3. Hallar una férmula cerrada para Zk>0 (Z) (7,?)/6

n
m—1

5. (@) Muestre que (,71,) + X% (") = (37)
(b) Muestre que 37— ("£%) = ("#?) y concluya que

1X24+2Xx3+3x 4+ 4nx(n+1)= 2ot

4. Demostrar que (::L)z > ( )(mf_l) para todo n > m.

6. Demostrar combinatoriamente que

G+ )+ (0 + () = G-

Sugerencia: Clasifique los subconjuntos de [n + 1] segiin su elemento méximo.

7. Demostrar que sin >m >k > r > 0 se tiene que
n\ (m\ (k\ (n\(n—-r\(n—-k
m)\k)\r) \r)\k—-r)\m—k
8. Use el teorema del binomio para evaluar
(a) 22:1 k(:)
(b) >h—o (1)1 (})
(©) Y=o k%l(;cl)

9. Escribai?, i® y i* en funcién de (1), (1) (;) y (%) para hallar 37 2,
Z?:o i’y Z?:o i.

10. Manipule adecuadamente el lado izquierdo para probar que

> (—1)’“(73) =(—1)"(mn_1> Ym > n > 0.

0<k<n

11. Use el teorema del binomio para calcular 1013, 114, 992
12. Evalue la siguiente suma

= () ()

k>0




3.4.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

PROBLEMAS o1

Demuestre que

2 2 2 2
2n\ _(n n n n n T n
n) \0 1 2 n
(a) Usando la identidad (1 + z)™(1+ z)" = (1 + x)*" y considerando

el coeficiente de z™ en ambos lados. (b) Aplicando el principio de
adicién después de reescribir la suma.

Obtenga una férmula cerrada para

Dé otra prueba de la identidad
n\ n+1 + n+2 4ot n+m) _ (n+m+1 .
0 1 2 m m

Sug.: Clasifique subconjuntos adecuados de [n + m + 1] segiin su méximo

Escriba los primeros términos de (1 — z)~'/2 y demuestre que el coe-
ficiente de ¥ es ¢ (3).

Use la identidad (1 —2)~' = (1 — )~ '/2(1 — z)~'/? para demostrar

0 DO @)

Si n es un nimero natural, demuestre combinatoriamente que

1+2)" = io ((Z)) (-1)fzF  nelv.

k=0

Demuestre que

n n—k+1 n
(k)‘T(k—l) k>0

Observe que ésta es una férmula que permite hallar todos los elemen-
tos de una fila del tridngulo de Pascal sin haber hallado los de las
filas anteriores. Halle por ejemplo los elementos de la sexta fila del
triangulo.
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Hacia la luz.—Los hombres se empujan hacia la luz,
no para ver mejor, sino para brillar mejor.

Se considera gustosamente como una luz

aquel ante quien se brilla.

El viajero y su sombra, Federico Nietzsche.

Capitulo 4

Principio de Inclusion y
Exclusion

4.1 Introduccién

El ejemplo obligado para presentar este principio consiste en contar los
elementos de la unién de dos o més conjuntos. Dados dos conjuntos A y B
para contar los elementos de su unién contamos los elementos de cada uno
y le restamos los que estdn en ambos, pues a éstos los contamos dos veces.
Esto se expresa por

|JAUB| =|A| + |B| - |AN B| (4.1)

Para contar los elementos de la unién de tres conjuntos sumamos las cardi-
nalidades de los tres conjuntos, con lo cual nos excedemos, pues anadimos
los elementos que estan en las intersecciones de dos conjuntos dos veces y
los que estan en la interseccién de los tres conjuntos tres veces; para corregir
este error substraemos la cardinalidad de las intersecciones de cada par de
conjuntos, con lo cual resolvemos el problema de los que habiamos metido
dos veces, pero los que estan en la intersecciéon de los tres conjuntos los
hemos substraido tres veces y por lo tanto no los estamos contando. Final-
mente, para corregir este error anadimos la cardinalidad de la interseccién
de los tres conjuntos. Por lo tanto,

[AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANnB|—-|ANnC|—|BNC|+ |AnBNC|

Generalizando, se tiene que si A es un conjunto finito y A; es una familia
de subconjuntos de A indexada por I, entonces

33
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JAal= 14— Y JAnd )+ > JAinA4ndy—-- .

iel iel {i,j}€l,i#j {i,5,k}

Lo que escrito en forma condensada es

JAil=> D) Al (4.2)

iel scr ieS

Esta formula puede probarse por induccién sobre el nimero de conjuntos en
la unién. Sin embargo puede probarse combinatoriamente de la siguiente
manera. Dado z € (J;c; 4i, veremos que la contribucién neta de z a la
suma es 1. Si definimos S, = {i € I : © € A;}, entonces |S;| = n para
algin n. Por lo tanto, el nimero de los subconjuntos de tamano k en los

que aparece T es (2‘) implicando que su contribucion a la suma es

()= () =)=

Esto sale de considerar en 4.2 todos los subconjuntos de los indices de cada
una de las posibles cardinalidades de los conjuntos que contienen a x.

En muchos de los casos lo que deseamos contar es el complemento de
Uier 4is esto es |U;e; Ail = |Nyes Ail, que se puede escribir equivalente-
mente como |A — | J;c; Ai|. Puesto que | J;o; A; C A, se tiene que:

|A_UAi|:|A|_|UAi| :

el i€l

iel

Y por consiguiente

[V Al =141 =D (0P () A4 (4.3)

iel SCI =

Ejemplo 4.1 A un cubo de 10cm. de arista se le pintan todas sus caras
y luego se pica en cubitos de Icm. de arista. ;Cudntos cubitos no tienen
ninguna cora pintada?

Explicaciéon: Los cubos pintados estdn en alguna de las caras del cubo.
Luego, al nimero total de cubitos que son 1000 le restamos los que es-
tdn en cada una de las 6 caras. Con esto nos excedemos, pues los de las
aristas estan en dos caras y los de los vértices entdn en tres de las caras.
Para corregir esto le agregamos los que estan en cada una de las 8 aristas
(interseccién de dos caras). Finalmente substraemos los 8 de los vértices
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(interseccidn de tres caras) que habian sido restados tres veces y agregados
de nuevo tres veces. En total resulta

1000 -6 x 100+ 12 x 10 =8 x 1 =512 .

Ejemplo 4.2 (Funcién ¢ de Euler)

Sea p(n) el nimero de enteros menores que n y primos con n. Este nimero
cuenta entre otras cosas el nimero de generadores de Z, ' y las unidades
de Z,.

Explicacién: Sea n = p{'p5*---p;* la descomposiciéon de n en primos
distintos. Sea A; el conjunto de los miiltiplos de p; menores o iguales que

n. Sale que,

n
i

n . .
|[4; N Aj| = , t#7j etc

pipj
Como lo que queremos es saber jcuantos son primos con n? tenemos que
hallar la cardinalidad del complemento, esto es, determinar cudntos son
divisibles por alguno de los primos que aparecen en la descomposicién en

primos de n, y restarsela al numero de enteros positivos < n.

pn) = A= 1A+ D JAN A =D AN A; N A+
n n n n
= n— — + — + -+ _1’97
zi:l?i ;Pipj iqz;l pip;iP1 ( )P1p2---pk

Finalmente, se obtiene la siguiente férmula (Es mas facil ver que el producto
da justamente esas sumas)

1 1 1
oln) = (1= )1 =)o (1- )

'Recuerde que (Zy, +,-) es un anillo conmutativo con identidad. Sus generadores son
los a € Z,, tales que {n-a:n € IN} = Z, y sus unidades son los elementos que tienen
inverso multiplicativo
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4.2 Formulismo del Principio

En muchos de los problemas de teoria combinatoria que nos atafien quere-
mos contar los elementos de subconjuntos que satisfacen o no ciertas pro-
piedades. En dichos casos es posible que podamos emplear el principio de
inclusién y exclusién si formulamos el problema adecuadamente. Con el fin
de adquirir cierta destreza en la manipulacién de este tipo de problemas,
presentamos el siguiente formulismo.

Sea A un conjunto finito, que llamaremos conjunto de referencia.
Consideremos Ay, As, ..., A C A definidos por las propiedades p1, ps, - - -, Dk,
esto es, si € A; entonces x satisface la propiedad p;, lo cual denotaremos
como p;(xz). También diremos, A(p;) = {x € A : pi(z)} = A; y mane-
jaremos las intersecciones como A(p;p;) = {r € A : pi(x)&p;(x)}. Las
negaciones las representaremos como A(p;) = {z € A : z no satisface p; }.
Finalmente, denotaremos las cardinalidades por

N(p;) = |A(pi)|] engeneral N(...)=]A(...)|
A continuacién se muestra algunas de las representaciones usuales:
N no. de elementos en A
N (p;) no. de elementos en A que cumplen con la propiedad p;

’

p;) no. de elementos en A que no cumplen con la propiedad p;

2 =

’

N pipj) no. de elementos en A que no cumplen con p; ni con p;

=

(

(

p;p;) no. de elementos en A que cumplen con p; y p;
j de el t A 1 j

(

(

pip;-) no. de elementos en A que cumplen con la propiedad p; pero no
cumplen con la p;

N(p;p;- .. p}») no. de elementos en A que no cumplen con ninguna de las
propiedades p;, p2, . . . Dk

Objetos que no satisfacen ninguna propiedad

Cémo contar los elementos que no satisfacen ninguna de las propiedades.

1<i<k 1<i<j<k
- > Nppp)+-+ (=)*N(pips - pr)
1<i<j<i<k

(4.4)
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Ejemplo 4.3 Hallar cudntos nimeros enteros positivos menores o iguales
que 144 no son divisibles por ninguno de los enteros: 2, 3 y 5.

Respuesta: Sobre el conjunto [144] se definen las siguientes propiedades:
p1 : “Es divisible por 2”
p2 : “Es divisible por 3”
ps3 : “Es divisible por 5”

Para aplicar el principio de inclusién y exclusién tenemos que hallar cuantos
enteros positivos menores o iguales que 144 son divisibles por 2, 3, 5, 2 y
3, etc.; para ello observemos que esto es equivalente a determinar cuantos
multiplos menores o iguales que 144 tienen 2, 3, 5, 6, 10, etc.. Ademds
observe que si el cociente - es el entero k se tiene que n = k - m, lo cual
indica que n es el k—ésimo miltiplo de m, y que si = es un decimal con
parte entera k se tiene que n estd entre el k—ésimo mdltiplo de m y el
k + 1—ésimo muiltilpo de m, lo cual a su vez indica que hay exactamente k
multiplos de m menores o iguales que n. Luego, el nimeros de miiltiplos
positivos de m menores que n es igual a la parte entera del niimero ;-. Si
denotamos por |z] al piso 2 de z, esto es, el mayor entero menor o igual a

x, se tiene que

N =15l =72 Nm)= 1] = 48
Nw)= 1751 =28 Niom) = [55) =24
Nos) = L) =14 Nipp) = 5] =9
N(pip2ps) = |5 1345J =4
N(pipops) = N —(N(p1)+N(p2) + N(ps))

+(N(p1p2) + N(p1p3s) + N(p2p3)) — N(p1p2ps3)
144 — (72 + 48 + 28) + (24 + 14+ 9) — 4 = 39

2Esta funcién es mas conocida como parte entera de z. También se acostumbra usar
la frase “parte entera por arriba de z” para denominar al menor entero mayor o igual
que z; sin embargo esta tltima no dice mucho de la funcién. Nos parece mdés claro usar
los simbolos |z| y [z] y denominarlos piso de z y techo de z respectivamente
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Ejemplo 4.4 (Problema de los Desarreglos—Derangements)

¢ Cudntas permutaciones de [n] no tienen punto fijo, esto es, en cudntas
permutaciones m de [n] se cumple que para todo i € [n] w(i) #i? En otras
palabras: ;Si en una reunion n hombres entregan su sombrero al entrar,
de cudntas formas pueden retirar sus sombreros al salir de tal forma que
ninguno reciba su propio sombrero?

Respuesta: Tomando como conjunto base las permutaciones del conjunto
[n], y como conjunto de propiedades p;, i € [n], “i queda fijo” se tiene que
queremos N (pypy ---p,). Si fijamos uno de los elementos en [n] podemos
variar los restantes de (n — 1)! maneras, similarmente si fijamos r de los
elementos. Por lo tanto, el numero de permutaciones que fijan r elementos
es (n—r)!l. Ademds, como hay () maneras de elegir los que se han de fijar
se tiene que

Sy = (])m-1
> Npip) =

(5
ZN@ipjpk). - (g) (n-3)
- ()

> N(pipe---pn) =

Por lo tanto,

Nwyp) = at- () -0 () o -2

Noétese que la cantidad entre corchetes es una aproximacién de e, por lo
tanto si denotamos por d,, a los desarreglos (derangements) se tiene que

L~ nle!
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Ejemplo 4.5 En un campamento se reparten n juguetes diferentes entre
n ninos. Al dia siguiente se vuelven a rapartir los mismos juguetes entres
los mismos n ninos. ;De cudntas maneras se pueden repartir los juguetes,
los dos dias, si ningin nino debe recibir el mismo juguete los dos dias?

Respuesta: Los n juguetes el primer dia se pueden repartir de n! maneras
diferentes, y el segundo dia, sin importar lo que haya pasado el primer dia,
para que los ninos no reciban los mismo juguetes, se pueden repartir de d,,
maneras diferentes. Por consiguiente, por el principio fundamental de la
teoria combinatoria, los juguetes se pueden repartir de n!d, maneras. e

Objetos que no cumplen ciertas propiedades pero si las demas

Si queremos determinar cuantos objetos no satisfacen un subconjunto de las
propiedades pero si satisfacen el resto de las propiedades la férmula sigue
siendo valida con una pequeia modificacion, por ejemplo, si queremos saber
cudntos objetos no satisfacen las primeras r propiedades pero si satisfacen
las restantes k — r propiedades se tiene que:

N@py-- - Poprsr---pk) = Nppga..pp) = > N@ibrs1---pi)
1<i<r

+ > N(pipjpri1---pr)
1<i<j<r

N Z N(pipjpipr+1 - - - Pr)
1<i<j<i<r
+--+ (=1)"N(p1p2 - - - DrPrs1 - - - Di)

Ejemplo 4.6 Hallar cudantos nimeros enteros positivos menores o iguales
a 144 no son divisibles por 2 ni por 3, pero si por 5.

Explicacion: Como en el ejercicio anterior sean py, p2, p3 las propiedades:
es divisible por 2, es divisible por 3 y es divisible por 5 respectivamente.
Luego, nos piden hallar

N(p;p;pg) = N(p3) — (N(p1p3) + N(p2p3)) + N(p1p2ps) -

Y usando las cuentas del problema 4.3 de la pagina 57 se tiene que

N(pipops) =28 — (14 +9) +4 =9 .
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Ejemplo 4.7 Una encuesta realizada en la ciudad de Caracas indica que:
al 90 por ciento de la poblacion les gusta al menos uno de los tres productos
A, B, C; al 45 por ciento les gusta A, al 28 por ciento les gusta B, y al 46
por ciento les gusta C. Ademdas al 27 por ciento les gusta sélo C y al 6 por
ciento les gustan los tres. ;A qué porcentaje de la poblacion les gustan A y
B pero no les gusta C?

Explicaciéon: Definimos las siguientes propiedades:
pa : Le gusta A
pp : Le gusta B
pc : Le gusta C

A partir de la informacién dada en el enunciado del problema deducimos que
N(papppc) = 10, N(pa) = 45, N(pp) = 28, N(pc) = 46, N(ppppc) =
27 y N(papspc) = 6. Queremos N(pappp.) que segin el principio de
inclusién exclusién es

N(papspc) = N(paps) — N(papspo),

pero no conocemos N(papp). Para obtener N(papp) podemos escribir el
principio de inclusién y exclusién negando las propiedades asi:

N(paps) = N = N(p4) = N(pg) + N(papp)
o despejar N(papp) de
N(papp) =N = N(pa) — N(ps) + N(paps) -

En cualquiera de los dos casos se requiere determinar N (p’Ap’B), que puede
obtenerse recordando que los objetos que no satisfacen p4 ni pg se pueden
dividir disjuntamente en los que satisfacen pc y los que no satisfacen pc,
por consiguiente:

N(pupg) = N(papspe) + N0apppe),

. . . . ! ! ’
o tomando como base para aplicar el principio a p,pp, lo cual daria el
mismo resultado:

N(papgpc) = N(papp) — N(papppc) -

Tenemos entonces que N(pIApIB) =27+ 10 = 37.
Luego tenemos que

N(paps) = —N+N(pa)+N(pp)+Npapp)
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= —100+ 45+ 28+ 37 =10,

y finalmente se tiene que

N(papspe) = N(paps) — N(papspc)
= 10—-6=4.

4.3 Una Generalizacion

Objetos que satisfacen exactamente r propiedades

Nuestro interés es hallar una férmula mdas general con la que podamos
contar el nimero de objetos que poseen exactamente r de las k propiedades
(0 < r < k); para ello introduciremos la siguiente notacién:

So N
s1 N(p1)+N(p2) +---+ N(px)
82 N(pip2) + N(pip3) + - - + N(pe—1pk)

Sk N(pip2---pr)

eo NP2 pp)
el N(pipy - p) + N(pyp2ps---py) + -+ N(pyDo -+ - P 1Dk)
es N(p1paps - py) + N(p1papspy - - py) + -+ + N(p1Do -+ Dp_oDPk—1Dk)

ek N(pip2---pr) -

En esta notacién e, representa el nimero de objetos que satisfacen exac-
tamente r de las k propiedades dadas y s, representa el nimero de cumplen
por lo menos r de las propiedades.
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Teorema 4.1 FEl nimero de objetos que satisfacen exactamente r
(r=0,1,....,k) de las k propiedades dadas es

r+1 r+2 - k
€r:Sr—< 1 >3r+1+< 9 >Sr+2+"'(—1)k (k—r)Sk (45)

Prueba: Veremos que la contribucién a la suma derecha de los objetos
con exactamente r propiedades es 1, mientras que la contribucién de los
demas es cero. Los objetos en s; satisfacen por lo menos i propiedades, por
lo tanto la suma no considera a los objetos con menos de r propiedades. Un
objeto que tiene exactamente r de las propiedades se cuenta en la suma una
sola vez (en s,) ya que no es incluido en ninguna de las s,1, S;42,. .., Sk,
porque en dichas sumas estan los objetos que satisfacen por lo menos r + 1
propiedades. Si un objeto satisface r + i propiedades (0 < ¢ < k — r),
entonces aparecerd en s, tantas veces como subconjuntos de tamano r se

puedan tomar de r + i elementos; esto es, ("1") veces, y aparecerd en sy
(r—i—i
r4+s

()-C) )+ ()G )= () C)
-0

se tiene que el lado derecho de 4.5 es, en este caso, igual a

C)-CEI0- )6 ()
(106

El resultado de este teorema se puede escribir en forma compacta como
sigue:

) veces. Por lo tanto, su contribucién neta a la suma sera

O

er = zk: (=) <Z i T) Si (4.6)

i=r

Ejemplo 4.8 Encontrar el nimero de n—palabras en el alfabeto {0,1,2}
que tienen exactamente dos ceros.
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Explicaciéon: Sea p; la propiedad “el i—ésimo digito de la n—palabra es
CERO” (1 <i < n). Segun el formalismo queremos es, esto es, el nimero
de las secuencias que satisfacen exactamente dos de las n propiedades, esto

es .
_ i—2f ! )

EQ—Z;( 1) <i_2>s,
Necesitamos evaluar s;, que es la suma, sobre todos los ¢—subconjuntos del
conjunto de las n propiedades, de los elementos que satisfacen las i pro-
piedades del i—subconjunto dado. Como una vez elegido el i—subconjuto
de las propiedades que se han de cumplir—las i posiciones que seguro son
ceros—Ilas restantes n — ¢ posiciones pueden ser cero, uno o dos se tiene
que hay 37 ~% secuencias que satisfacen las i propiedades del i—subconjunto
dado. Y como este i—subconjunto se puede elegir de (’Z) formas diferentes
en total se tiene que s; = (’;) 3"~% y por consiguiente

()0

=2

Como (%) (;) =(3) (?__22) usando simetria, substituyendo, manipulando la

suma y usando el teorema del binomio se tiene que

0

=2

()

2<i<n

(’;) Oggiz (” J_ 2) 3(n=2)=i(_1)i

N

Otra forma de resolver el problema sin usar el principio de inclusién y
exclusién que vale la pena mencionar es:
Como la secuencia debe tener exactamente 2 ceros, elegimos de entre las n
posiciones que deben ocupar los numeros dos de ellas para colocar los dos
ceros; esto puede hacerse de (g) formas diferentes. Una vez elegidas estas
posiciones, en cada una de las restantes posiciones se puede colocar un 1
o un 2; lo cual se puede hacer de 2"~2 maneras diferentes. Luego, por el
principio fundamental, hay (})2"~2 secuencias ternarias con exactamente
dos ceros. .
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Permutaciones con Posiciones Relativas Prohibidas

Ejemplo 4.9 Halle cudntas permutaciones de las letras a, b, ¢, d, e, f, no
tienen el patron fea ni el be.

Respuesta: Si sobre el conjunto de las permutaciones de las letras a, b,
¢, d, e, f, tomamos como propiedades:

p1  tener el patrén fea
ps  tener el patrén be

tenemos que queremos hallar N (p;p;), por lo tanto, por el principio de
inclusion y exclusién nos resultas:

N(pipy) = N —N(p1)—N(p2)+ N(pips)
6! — 4! — 5! + 3! = 582

Para calcular N(p;) se tomé fea como una sola letra y se contaron las per-
mutaciones del conjunto {fea,b,c,d}. De igual forma, se razoné en los
restantes casos. Q©

Ejemplo 4.10 Halle cudntos 3-subconjuntos de un conjunto de n letras
no tienen dos letras consecutivas. Saque las cuentas en el caso n = 28 y
generalice para el caso de k-subconjuntos.

Respuesta: Tomemos como conjunto base los 3-subconjuntos del conjunto
de n letras y como propiedad p; “El subconjunto contiene las letras i e
i+171 <i < n—1. Tenemos que hallar N(pyp,---p, ,). Para todo i
N(p;) es el numero de subconjuntos de las n letras que contienen la i y
la 7 + 1—ésima letra, luego el ndmero de tales subconjuntos es N(p;) =
n — 2, pues hay n — 2 posibilidades para elegir la letra que falta para
completar el 3—subconjunto. Ademds, como hay n — 1 propiedades se
tiene que ), <;<,, 1 N(pi) = (n — 1)(n — 2). Por otro lado, N(p;p;) =1
si 4,7 son consecutivos y cero si no lo son, pues de no ser consecutivos
tendriamos un 4-subconjunto y no un 3-subconjunto. Finalmente, no hay
tres subconjuntos que satisfagan mdas de dos propiedades, pues tendrian
mas de tres elementos. Luego, por el principio de inclusién y exclusién se
tiene que,

N(ppy++ pny) = N-— Z N(pi) + Z N(pip;)
1<i<n—1 1<i<j<n-1

- <§>—(n—1)(n—2)+(n—2):<§>—(n—2)2
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Que para el caso n = 28 es 2600. La generalizacién a k—subconjuntos se
deja como ejercicio. Q

Ejemplo 4.11 Se dispone de 2 libros negros, tres rojos y cuatro azules.
Los libros de un mismo color son indistinguibles. ;De cudntas maneras
se pueden colocar uno al lado de otro en un estante si se quiere que los
libros de igual color no estén formando un solo bloque?

Respuesta: Sobre el conjunto de las permutaciones de este multiconjunto
N2R3A* se definen tres propiedades, a saber: p; “Los negros forman un
bloque”, py “Los rojos forman un bloque” y p3 “Los azules forman un
bloque”. Notese que, si por ejemplo, los negros forman un bloque se tiene
que el multiconjunto que hay que permutar es N'R3A*, y por consiguiente
se tiene que el numero de maneras de colocar los libros de tal forma que los
libros de igual color no formen un solo bloque es

Lo 8 7 ¢l 6l 54\
N(pipaps) = 5777 ~ (1!3!4! o 2!3!1!) * (I T 5) -3

Ejemplo 4.12 Matrimonios Liberados (Desarreglados)

¢sDe cudntas maneras se pueden sentar n matrimonios en una mesa redonda
de tal forma que cada hombre tenga dos mujeres a su lado de las cuales
ninguna es su esposa?

Respuesta: Enumeremos los matrimonios de 1 a n, y tomemos como
conjunto base al conjunto de los ordenamientos circulares de los n hombres
y sus n mujeres en los cuales cada hombre tiene a su lado dos mujeres y
cada mujer tiene a su lado dos hombres. Tomemos como propiedad p;: “El
hombre ¢ esta al lado de su mujer”

N = (n — 1)In!: Hay (n — 1)! maneras de sentar a los n hombres en una
mesa redonda y una vez sentados de cualquiera de estas maneras hay n!
formas de sentar a sus mujeres. N(p;) = (n — 2)!(n — 1)!(2n — 2): sentar
a los n — 1 hombres, sentar a sus mujeres y sentar a la pareja ¢. Dado
1 < k < n—1, sise quiere que k hombres determinados estén junto a
sus esposas, sin importar los demas, se tiene que el numero de formas de
lograrlo es: (n — k — 1)!(n — k)!(2n — 2k)*. Finalmente, Hay 2 - (n — 1)!
maneras de sentar a cada hombre al lado de su mujer. Si denotamos por
M,, al nimero de matrimonios desarreglados, se tiene que

M, = (n—l)!n!—kri (—=1)* (Z) (n—k—1Dln—k)!(2n— Qk)z+(—1)"-2(n—1)!
k=1
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4.4 Problemas

1. Halle cudntas permutaciones de las 26 letras del alfabeto inglés, A, B,
C,..., X, Y, Z, no contienen las palabras CAFE, AMOR, MADRE.

2. Sea L([n]) el conjunto de los 6rdenes lineales del conjunto [n]. Sea @,
el numero de tales 6rdenes en los que ningin ¢ € [n — 1] aparece in-
mediatamente seguido de ¢+1. Usar el principio de inclusién-exclusién
para ver que

n:n!+§(—l)k<n;1>(n—k)!

3. Pruebe que

(D) -Eer()(r) meen

n—m

Sugerencia: Muestre que (nik) es el nimero de maneras de seleccionar k objetos de
un conjunto que contiene n objetos distintos si hay m objetos especiales que deben

incluirse en la seleccién.

4. ;En cuantas permutaciones de los nimeros 1, 2, 3,...,8 no aparecen
los patrones 12, 34, 56, 787

5. Dos profesores de dos materias diferentes planean tomar un examen
oral a 12 estudiantes durante la misma hora. Cada estudiante debe ser
examinado individualmente durante cinco minutos en cada materia.
;De cudntas maneras se puede programar esto de tal forma que un
estudiante no tenga que tomar ambos examenes al mismo tiempo?

6. Losenteros1,2,3,...,n se colocan formando una circunferencia. Halle
el nimero de formas en las que pueden arreglarse si dos enteros con-
secutivos en sentido horario no pueden quedar adyacentes (n y 1 se
consideran consecutivos)

7. Probar que el nimero de grafos simples sin bucles y sin vértices ais-
lados que pueden construirse con n vértices dados es

zn: (—=1)* (Z) 2("z")

k=0
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8.

10.

11.

12.

13.

14.

Use inclusién-exclusién para ver que S(n, k) = 25 >, (1) ('z)z”,
donde S(n, k) es un ndmero de Stirling de Segunda Especie.

Sug.: Cuente {f € [k:]["] : f sobreyectiva} = A — UjcpjA;, donde A = [k]["] y
Ai={feA:ig Imf}

Calcular cudntos m—subconjuntos de {e;,es,e3,...,e,} que no con-
tienen dos elementos consecutivos hay.

Un salén de clases tiene 2 filas de ocho pupitres cada una. ;De cudntas
maneras diferentes se pueden sentar 14 estudiantes en los 16 pupitres
si hay 5 de ellos que deben sentarse en la primera fila y otros 4 que
deben sentarse en la segunda fila?

Las veinte letras a, b, ¢, d, e, f, g, h,1,j, A, B, C,D, E, F, G, H, I,
J se ordenan circularmente. ;Cudl es la probabilidad de que ninguna
letra minuscula quede al lado de su maytscula correspondiente?

Un tren consta de n vagones. Cada uno de los p pasajeros selecciona
al azar el vagén en el cual viajara.

(a) {Cudl es la probabilidad de que haya al menos un pasajero en
cada vagén?

(b) {Cuadl es la probabilidad de que haya exactamente k vagones
ocupados?

(c) Use el resultado de la parte (a) para evaluar

(-0 (= ()7 120

Una asamblea de 2n 4+ 1 miembros debe estar compuesta por repre-
sentantes de tres partidos diferentes. ;De cudntas formas se pueden
repartir los 2n+1 puestos entre los tres partidos de tal manera que una
coalicién de dos partidos cualesquiera represente mayoria de votos?

Un profesor, ligeramente distraido, escribe n cartas para sus n alum-
nos y cierra los sobres para enviarlos sin escribirles las direcciones.
Como no tiene mas sobres—y ademas es muy flojo— decide escribir
las direcciones al azar.

(a) {Cudl es la probabilidad de que al menos un estudiante reciba
la carta que le corresponde?

(b) ¢ Cudl es la probabilidad de que exactamente k estudiantes reciban
su carta?
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15. Determine cuantas soluciones en los enteros tiene la ecuacion
1+ a2+ 23 =15

1§.’I}1S5,
sujeta a {153:236,

Sug.: Tome como propiedades: p1 : ©1 >6,p2: 2 > 7,y p3: x3 > 9



El mds caritativo.—E]l hombre es més caritativo
cuando se le rinde un gran homenaje y cuando
ha comido un poco.

El viajero y su sombra, Federico Nietzsche.

Capitulo 5

Recurrencias

Una recurrencia o ecuacion en diferencia es una relacién entre los tér-
minos de una secuencia que permite conocer un término dado en base a
alguno(s) de los anteriores. Por lo tanto, para comenzar los computos se
debe conocer uno o varios nimeros de la secuencia que llamaremos condi-
ciones de borde. En algunos casos estas ecuaciones en diferencias se pueden
resolver para hallar una férmula cerrada para lo que queremos contar. Mos-
traremos algunos métodos de solucién de dichas ecuaciones.

5.1 Planteamiento de Recurrencias

En esta seccién se planteardn algunas recurrencias de ciertos problema de
conteo que permitirdn luego resolver dichos problemas en la seccién si-
guiente. Serd particularmente util el principio de adicién.

Ejemplo 5.1 Halle una recurrencia que cuente el numero de secuencias
de ceros y unos de longitud n que no tienen dos ceros consecutivos.

Respuesta: Denominemos a, al nimero de secuencias deseado. Las
secuencias de longitud n se parten disjuntamente en las que terminan en
0 y las que terminan en 1. Por lo tanto para contarlas basta con contar
estos dos conjuntos (Principio de adicién). Como a las que terminan en 1
se les puede obtener de las de longitud n — 1 agregdndole un 1 al final (hay
una biyeccién, jcudl es? ) se tiene que de ellas hay a,—;. Mientras que
las que terminan en cero, no las podemos hallar a partir de las de longitud
n — 1 agregdndole un cero, pues podrian tener dos ceros consecutivos. Sin
embargo, se les puede hallar a partir de las de longitud n — 2 agregandole
la secuencia 10. De aqui concluimos que

Qp = Qp—1 + Gp—2.

69
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Ademas, ag =1 a; = 2 .

Ejemplo 5.2 Halle una recurrencia que cuente el numero de regiones en
que dividen el plano n rectas que se cortan dos a dos y tales que tres de
ellas no pasan por un mismo punto.

Respuesta: Si llamamos a,, al nimero de tales regiones, se tiene que
ao = 1 pues 0 rectas dividen el plano en una regién. Claramente a1 =2y
a2 = 4. Supongamos que tenemos un plano partido por n — 1 rectas y que
agregamos la n—ésima recta. La nueva recta corta a todas las anteriores.
Luego al agregar la n—ésima recta dicha recta corta a las ya presentes en
n — 1 puntos, por consiguiente queda dividida en n trozos cada uno de los
cuales parte una regién de las presentes en dos, aumentando de esta forma
en n el nimero de las regiones—una por trozo—. Por lo tanto se tiene que

ap = Ap—1 +N.

Ejemplo 5.3 Halle una férmula recurrente que permita evaluar el nimero
de maneras en las cuales se puede parentizar binariamente una expresion
de n numeros.

Respuesta: Denominemos a, al nimero de tales parentizaciones binarias
de n nimeros. Si se parte la expresién en dos trozos, luego se parentiza
cada trozo y finalmente se parentiza los dos trozos se habrd logrado el
objetivo. Si el primer trozo tiene ¢ nimeros el mismo se podrd perentizar
de a; maneras y el segundo de a,—; maneras, por lo tanto el nimero total
de maneras en que podra parentizarse la expresion si el primer trozo tiene
¢ nimeros es a;a,_;. Por consiguiente como el primer trozo puede tener
entre 1 y n — 1 niimeros se tiene que

ap = E AjQn—;

1<i<n—1

Ejemplo 5.4 (Torres de Hanoi) Se disponen n anillos de tamano decre-
ciente en una estaca formando una torre. Estos discos deben transferirse
a una sequnda estaca de uno en uno usando una tercera estaca donde los
discos pueden colocarse temporalmente. Si en ningun momento se puede
colocar un disco encima de otro mds pequenio que €l, jen cudntos pasos se
puede transferir la torre de una estaca a la otra?
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Respuesta: Denotamos por T3, al menor niimero de pasos necesarios para
transferir los n anillos segun las reglas descritas. Para transferir los n anillos
a la segunda estaca hay que transferir los primeros n — 1 anillos a la tercera
estaca, lo cual requiere minimo T}, pasos, luego transferir el mayor de los
anillos a la segunda estaca—un paso mas—y finalmente hay que transferir
los n — 1 anillos de la tercera a la segunda estaca en minimo 73,1 pasos.
Por consiguiente, el nimero de pasos necesarios para transferir los n anillos
se puede expresar como
T,=2T,_1+1

Ejemplo 5.5 Halle una ecuacion en diferencias que permita evaluar Zlgign 7.
. _ -2 _ ) 2

Respuesta: Sea S, = E1gign’ . Puesto que S, = Elgign—l i +n

podemos expresar a S,, como S,, = S,,_1 + n?. .

Ejemplo 5.6 Halle una recurrencia que permita contar el nimero de for-
mas de seleccionar k nimeros de [n] sin que haya dos consecutivos.

Respuesta: Sea f(n,k) el nimero de tales subconjutos. Para contar
dichos subconjuntos, los mismos se pueden partir disjuntamente en los que
no contienen al ndmero n y los que contienen al nimero n. Los que no
contienen al nimero n son f(n — 1, k) porque simplemente es tomar k
nimeros de entre n — 1 con la restriccién establecida. Mientras que los
que contienen el nimero n son tantos como las formas de seleccionar k& — 1
nimeros de [n — 2] sin que haya dos consecutivos pues las deseadas se
obtienen de estas agregdndole el nimero n. Tomamos los k¥ — 1 nimeros
de [n — 2] porque hay que excluir el n — 1 dado que el subconjunto deseado
debe contener al n. Por lo tanto, por el principio de adicién, se tiene que

f(nak):f(n_]-)k)"_f(n_Q:k_l)

Ejemplo 5.7 Halle una recurrencia para el nimero de particiones de un
n—conjunto.

Respuesta: Sea II,, el numero de particiones de un n—conjunto. Sea x
el primer elemento de dicho conjunto. Para contar dichas particiones clasi-
fiquémoslas dependiendo del nimero de elementos en el bloque de x;. Si el
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bloque que contiene a x; tiene i elementos incluido x; los restantes n — i
elementos pueden formar II,_; particiones diferentes de n — i elementos,
y como los elementos que aconpanan a x; en su bloque se pueden elegir
de (~}) formas diferentes se tiene que hay (7~})II,_; particiones que con-
tienen a z1 en un bloque de i elementos. Por lo tanto, sumando sobre todos
los posibles valores de ¢ se tiene que

e 2 (e 2 (e 2 ()

1<i<n 1<i<n 0<i<n—1

Ejercicio 5.1 Encuentre una recurrencia que permita contar el nimero de
particiones de un n—conjunto en k bloques.

Ejercicio 5.2 Hallar una ecuacion en diferencias para contar el nimero
de particiones de un nimero natural n en k partes.

Ejemplo 5.8 ;Cudntos darboles binarios enraizados de n nodos hay?

Explicaciéon: Denotemos por a, al numero de arboles binarios enraizados
de n nodos. Uno de tales arboles tiene un nodo que es la raiz, un subarbol
derecho y un subarbol izquierdo. Dichos subarboles pueden tener de cero a
n — 1 nodos. Clasificamos los subarboles de n nodos segin la cardinalidad
del subdrbol derecho. Si, por ejemplo, el subarbol derecho tiene ¢ nodos, el
izquierdo tendrd n—i —1 nodos, y como hay a; drboles con i nodos y a,—;—1
arboles con n—4 — 1 nodos se tiene con base en el principio fundamental que
hay a;a,_;—1 arboles con i nodos en el subarbol derecho. Por consigiente,
por el principio de adiciéon el nimero de arboles binarios enraizados esta
dado por la siguiente recurrencia

ap = E aip—;j—1 sin>1
0<i<n—1

Ejemplo 5.9 Para todo n > 1 se define el determinante Dy, de n X n
como

a b 0 0 0
0 ab 0 0
D,=10 0 a b - 0
c ¢ ¢ -+ Cc a

Hallese una recurrencia para D,, y resuélvala.
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Explicaciéon: Recuerde para resolver el determinante D de la matriz A
de n x n por una de sus lineas (fila o columna) se suman los productos
a;j(=1)"9 D;;. Por ejemplo si se quiere resolver por la j—ésima columna el
resultadoes D = >, a;;(—1)" D;;, donde a;; es el elemento de la matriz
A que se encuentra en la i—ésima fila y en la j—ésima columna y D;; es
el determinante que resulta de borrar la i—ésima fila y la j—ésima columna.

Si resolvemos el determinante por por la primera columna nos queda
que

b 0 0 -+ 0
a b 0 -+ 0
Dp=aD,_1 + (=1)""'¢|0 a b --- 0
0 0 -~ a b

y como este nuevo determinante de n — 1 x n — 1 es triangular inferior su
valor es el producto de la diagonal principal que es b™ !, luego se tiene
que D, = aDp_1 + (=1)""teb®~! n < 2. Por otro lado Dy = |a| = a y

a b 0
Dy = Z Z = a® — be. El lector puede chequear que D3 = |0 a b| =
c ¢ a

a® 4+ b?c — abc y que se cumple la recurrencia. La solucién de la misma se
deja como ejercicio para la préxima, seccién. .
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5.2 Resolucion de Recurrencias

5.2.1 Meétodo de sumas

Si la ecuacion es de la forma
Ty = Tp_1 + Cn, (5.1)

podemos expresar cada término en base al anterior como sigue

I = X9+

To = X1+ Cy
Tp—1 = Tp-2+Cp-1

Tn = Tp-1+Cn

y luego sumar estas ecuaciones separando z, y o para obtener

Tpn = Xo + Z Ci (52)

1<i<n

El éxito en la aplicacion de este método radica exclusivamente en nuestra
habilidad para resolver la suma resultante. Su aplicacién, aparentemente
limitada a ecuaciones de la forma 5.1, se puede ampliar a otros tipos de
ecuaciones que después de una transformacién adecuada se reduzcan 5.1.
Ejemplo de ello son las ecuaciones en diferencia lineales de primer orden
que se estudian a continuacién del préximo ejemplo.

Ejemplo 5.10 Resolver a, = a,_1 +n con ag =1

Respuesta: Segtn 5.2 se tiene

an:ag+2i

1<i<n
n(n+1)
2
n?4+n+2
2
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5.2.2 Ecuacidén en diferencia lineal de 1°" orden

Dada la ecuacién
AnTn = bpTp_1 + Cp (5.3)

Para resolverla la multiplicaremos por un factor de sumacién s,, elegido
convenientemente de tal forma que la recurrencia se reduzca practicamente
a una suma, esto es,

SnanTn = SnbnTn—1 + Sncn (5.4)
Dicho factor debe ser tal que
Snbp = Sp_1Gp—1
Porque de esta forma 5.4 se transforma en
SnpTn = Sp—10p—1Tn—1 + SnCn
Si definimos S,, = spa,2, y la sustituimos en esta ecuacién se tiene
Sp = Sn—1+ sncn

ecuacién cuya solucion es

n n
Sp = soaopzo + E sici = s1bixo + E 8iCi

i=1 i=1

La solucién de la ecuacién original es por consiguiente

Ty =

s1bizo + Z sici | . (5.5)

Snln im1

Falta precisar el factor de sumacién s,. Podria pensarse que hay que estar
iluminado para que se le ocurra a uno cual es el factor adecuado. Sin
embargo, el mismo se puede deducir despejando s, en s,b, = sp,—1a4n,—1 ¥
desarrollando el lado derecho, esto es,

n—1
Ap—1 _ Ap—1 Qp—2 _ Hi:() a;
=Sp_9 _..._3071_[” b
i=1"1

Nota: Realmente la recurrencia de s, se desarrolla hasta un valor conve-
niente. Por ejemplo, si ag = 0 no conviene desarrollarla hasta tenerla en
base a sg sino hasta s;. Ademds, el primer término de s, ya sea sg, $1 0O
cualquier otro se puede tomar como 1. jPor qué?

(5.6)
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De todo lo cual concluimos que para resolver la ecuacién lineal de primer
orden dada por 5.4 podria adoptarse como método: hallar el factor sumante
Sp, hallar el valor de la suma ) s,c, y aplicar 5.5. Sin embargo, es con-
veniente que el estudiante repita todo el proceso para que fije y termine
de entender el método usado. Veremos una aplicacion de esta ecuacién re-
solviendo la recurrencia obtenida para el problema de las Torres de Hanoi.

Ejemplo 5.11 Resuelva la recurrencia x, = 2x,_1 + 1 con zo = 0.

Respuesta: Segin la férmula (5.3) a; = ¢; = 1Vi y b; = 2Vi. Por
consiguiente s; = 2i Multiplicando ambos lados de la ecuacién por dicho

factor se tiene
Ty Tp_1 1

on ~ on—1 T 9n
Si denotamos y,, = g—;‘ se tiene que la ecuacién se tranforma en

1
Yn = Yn-1 1 2_n
y puesto que yo = sgapxo = 1 X 1 x 0 = 0, usando 5.2 obtenemos
n 1 1\7™ n
_ L_o3-(3) 21
D DE R i R
=1 2
y finalmente como z,, = -#2— se tiene que
2" —1
T, = 21 =2"-1
2n

El siguiente ejemplo ilustra un poco el proceso de transformacién de
una recurrencia para convertirse en una recurrencia del tipo suma. El
algoritmo de quicksort es el método més importante y eficiente para ordenar
un conjunto de datos unidimensionales. El siguiente ejemplo resuelve una
recurrencia que aparece cuando se pretende analizar el comportamiento
promedio de dicho algoritmo.

Ejemplo 5.12 El numero promedio de comparaciones que hace quicksort
cuando ordena un conjunto de n datos tomados aleatoriamente satisface la
stguiente recurrencia
Co = 0;
9 n—1
n+1l+— Cr n>0.
2. G

k=0

Ch



5.2. RESOLUCION DE RECURRENCIAS 7

Explicacién: Primero multiplicaremos por n para eliminar los denomi-

nadores.
n—1

nC’n:n(n-i—l)—l-QZCk n>0.
k=0

Luego para eliminar el signo de ) escribiremos la ecuacién anterior reem-
plazando n por n — 1

n—2
(n=1)Ch1=m-1n+2>» Cr n—-1>0
k=0

y restando estas dos ecuaciones se tiene que
nCp—(n—1Ch 1 =n>+n-n*>+n+20,

de donde sale que
nC, = n+1)Ch_1+2n (5.7)
Esta es una ecuacién lineal de primer orden en la cual a, =n, b, =n+1
y ¢p = 2n. Por lo tanto
pn-1--rar _ (n—=1)(n-2)---2-1 2
bp-by  (n+1Dm)(n-1)---3 (n+1)n

Sp =

Multiplicando la ecuaciéon 5.7 por este factor y dividiendo entre 2 nos queda

Ch _Cn_l 2
n+l  n n+1

Denominando S,, = no—-ﬁﬂ y puesto que Cp = 0 se tiene que Sp =0y

2
Sn: n— — 1
1+n+1

cuya solucién es
Si= ¥ =2 L =2 L =2
" R T N~ B
1<k<n 1<i—1<n 2<i<n+1
y recordando que C,, = (n + 1)S,, se tiene que

Cpn=M+1)2Hnt1 —2)=2(n+1)H, —2n
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5.2.3 Recurrencias lineales con coeficientes constantes

Las recurrencias lineales con coeficientes constantes o ecuaciones en diferen-
cia lineales con coeficientes constantes son las recurrencias mas populares
por su gran utilidad en diferentes disciplinas cientificas como economia, ad-
ministracién, biologia, computacién, etc.

Una ecuacién en diferencias lineal de orden k con coeficientes constantes
es una ecuacién de la forma siguiente:

49Ty + 1Ty 1+ -+ apxTn_k = fn  a; constantes (5.8)

En la cual los coeficientes son todos constantes reales. Si la sucesién f, es
la sucesion nula, esto es, f, = 0, se dice que la ecuacién es homogénea y
5.8 se transforma en

aoTp + 1Tp_1+ -+ arr,_r =0 a; constantes (5.9)

Es claro que a toda ecuacién lineal de orden £ se le asocia de manera natural
una ecuacién homogénea del mismo orden sustituyendo f,, por 0.

Veremos que para resolver una ecuacion lineal a coeficientes constan-
tes se resuelve la ecuacién homogénea y luego se halla la solucién general
sumando la ecuacién general de la homogénea con una solucién particular
de la ecuacién no homogénea.

Primer orden

La ecuacién en diferencias lineal de primer orden con coeficientes constantes
se puede expresar como:

agTp + A1Tp_1 = fn O Tpt+azrp_1= fn (5.10)
Esta ecuacién es un caso particular de la ecuacion en diferencia lineal de
primer orden que se tratd en 5.2.2 y puede resolverse multiplicindola por

un factor sumante. Dejamos este enfoque como ejercicio y resolvéremos el
caso en el cual f,, es una constante b.

La ecuacioén lineal de primer orden con coeficientes constantes
Tp =0Tp—1 + b)

donde b, es una constante se puede resolver directamente de la siguiente
manera:
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Se escriben todos los términos < n usando la recurrencia

Tn = QTp—1+0b
Tp-1 = aTp—2+Db
Tp_y = aTp_3+b

1 = axg+b

y se sustituyen progresivamente una en la anterior para obtener

Tn = aIp—1+Db
a(axp_s +b) +b=a’x,_» +ab+b
= d*(az, 3+b)+ab+b=a’x, 3+a’b+ab+b

= a"tp_pn+a" " b+--+a*b+ab+b

n—1
= a"zo+b E a’
i=0

{ a"zg +b2=t sia#1

a—1
To + nb sia=1

Para resolver la ecuacién en diferencias lineal de primer orden hace
falta presentar antes unos resultados generales que serdn utiles también
para resolver la ecuacién de orden k en general.

Teorema 5.1 El conjunto de soluciones de una ecuacion lineal homogénea
de orden k como

aoTp + @11+ -+ arTn_r =0 a; constantes

forma un subespacio vectorial del espacio vectorial de todas las sucesiones
de nimeros reales. Dicho subespacio es de dimension k.

La primera afirmacién del teorema es inmediata. Lo que no parece tan
inmediato es probar que la dimensién de dicho espacio sea justamente k.
Esto es, se debe probar que existen k soluciones linealmente independientes
de la ecuacién que generan cualquier otra solucién de la ecuacién. En otras
palabras, que toda solucién de la ecuacion se puede escribir a partir de k
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soluciones independientes. La estrategia serd mostrar k soluciones, mostrar

que son independientes y mostrar que, en efecto, generan al espacio de

soluciones. Cuando logremos esto, a la expresién de la combinacién lineal

genérica la llamaremos soluciéon general de la ecuacién homogénea.
El siguiente lema también nos serd de utilidad.

Lema 5.2 Siu y w son soluciones de la ecuacion
aTn + 012y 1+ -+ arT, =0 n>k
y coinciden en los primeros k término, entonces son iguales.

Noétese que el mismo resultado se obtiene para la ecuacién no homogénea.
Retornemos al caso de primer orden. Deseamos resolver la ecuacién
homogénea de primer orden que por simplicidad escribiremos como

Tp +azxp—1 =0 (5.11)

Para probar que el espacio solucién de esta ecuacién es de dimensién 1
debemos hallar una solucién linealmente independiente que genere a todo
el espacio soluciéon. Probaremos con una solucién de la forma A™. Si \"
es solucién de (5.11) se debe cumplir que A" + @A™ ! = 0 implicando que
A" 1(X\ +a) =0, y por lo tanto, que A = —a. Luego, (—a)™ es solucién de
(5.11), y como un solo vector no nulo es linealmente independiente, falta sélo
ver que (—a)™ genera al espacio solucién de (5.11). Sea w = (wo, w1, ws, - ..)
una solucién arbitraria de (5.11), veamos que existe k € IR tal que la
sucesion u,, = k(—a)™ y w coincidan en su primer término, esto es, ug = wp.
Como, uy = k(—a)?, se tiene que ug = k. Luego, si tomamos k = wy
tenemos que la sucesién u, = wo(—a)™ es solucién de (5.11) y coincide con
la sucesiéon w en su primer término y, en consecuencia, en base al lema 5.2,
se tiene que son iguales. Por lo tanto, toda solucién de (5.11) se puede
escribir como combinacién lineal de (—a)™.

Segundo Orden

La ecuacién en diferencias lineal de segundo orden con coeficientes cons-
tantes se expresa como

aoTp + 1 Tp_1 + a2xp_o = 0. (5.12)

Para probar el teorema, en este caso, debemos hallar un par de solu-
ciones que sean linealmente independientes y que generen al espacio de
soluciones de (5.12). Si se espera que existan soluciones de la forma A",
debemos ver que condiciones debe satisfacer dicho A. Sustituyendo A" en
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(5.12), se tiene que agA\™ + a1 A"t 4+ axA\" "2 = 0, de donde se deduce que
A""2(agA2 +a; A\ +az) = 0. Concluimos, que A debe ser una solucién de esta
ecuacién agA® + a1\ + as = 0 que llamaremos ecuacién caracteristica.
Las raices de esta ecuacion pueden ser: reales y diferentes, reales e iguales
o complejas conjugadas. Esto nos parte el problema en tres casos:

Reales y distintas: Sean A\, Ay las raices diferentes de la ecuacién ca-
racteristica, debemos probar que las soluciones A} y A} son linealmente
independientes y que generan al espacio de solucién de (5.12). Son lineal-
mente independientes, pues si c1 A + ca A} es la sucesion nula, se tiene que
para todo n € IN se cumple que c1 A} + c2Ay = 0 y, en particular, para
n =0y n =1 lo cual implica que

c1 + ¢ = 0
ClAl +02A2 =0

De donde se deduce, que ¢; = co = 0. Y generan al espacio de soluciones
de (5.12), pues dada una sucesién arbitraria w = (wo, wy,ws, . ..), podemos
conseguir escalares ki, k2 tales que up, = k1 A} +c2 A} y w, coincidan en sus
dos primeros términos y, por consiguiente, en virtud del teorema, en todos
sus términos. Esto se debe a que el siguiente es un sistema compatible
determinado, porque su determinante Ay — A; es distinto de cero.

ki + ko = wo
k‘1>\1 + k2>\2 = W1

Luego, toda solucién de (5.12),puede expresarse en la forma
C1 )\? + CQ)\Q

Reales e iguales: Si A; es la uUnica raiz de la ecuacién caracteristica de
(5.12), se tiene que nA"™ es también solucién de (5.12), (probarlo) y que A"
y nA™" son linealmente independientes, pues si c; A" + conA™ = 0 se tiene
que

C1 =0
ClAl +02A2 =0

Y esto implica que ¢; = ¢ = 0. Ademds, A" y nA" generan el espacio de
soluciones, pues para toda solucién w = (wg,w;,ws,...), existen escalares
k1, ko tales que uy, = k1A 4+ canAl y w,, coincidan en sus dos primeros
términos, y por ende, sean iguales. Dichos escalares se obtienen al resolver
el sistema

k?l = Wo
klAl + k2A2 = wq
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cuya solucién es ky = wo y k2 = (w1 —k1A\1)/A1. Concluimos que la solucién
general en el caso de raices reales repetidas es

Al + can Al

Esto prueba el teorema para el caso segundo orden raices reales e iguales.
Raices complejas conjugadas: Este caso se deja como ejercicio.

Retardaremos un poco el caso general para ver antes el caso no ho-
mogéneo y unos ejemplos que aclaren un poco lo expuesto hasta este
momento.

Teorema 5.3 Si z” es solucidn de la ecuacidn homogénea asociada a la
ecuacion homogénea 5.10, y =¥ es una solucion de la ecuacion no ho-

mogénea, entonces zl + P es solucidn de 5.10.

A continuacién mostramos varios ejemplos de la aplicacién de estos re-
sultados a la resolucién de recurrencias de segundo orden.

Ejemplo 5.13 Resolver la ecuacion en diferencias
Tp = —9Tp_1+6T,_ o x0=1,21 =2

Respuesta: Escribimos la ecuacién como z, + 5z,_1 — 6x,_2 = 0. Su
ecuacion caracteristica es

N +5A-6=0

Factorizando se tiene (A + 6)(A — 1) = 0 lo que implica que las raices son
A= -6y A =1. Por lo tanto, la solucién general es

Ty =c1(—6)" + c2(1)" = ¢c1(—6)" + 2
Como xg =1y 1 = 2 podemos determinar a ¢; y a ¢y

Cl(—6)0+02 =
ci(=6) +c = 2

Esto conduce al sistema

Cl-l-Cz:].
—661+62:2
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cuya solucién es ¢; = —% y Ccy = % y por lo tanto la solucién de la ecuacién
dada es 1 8
Tp=—=(-6)"+ =

Ejemplo 5.14 Resolver
T, =42, 1 —4x, 5+n x25=0 21 =1

Respuesta: Escribimos la ecuacién de tal manera que se parezca a (5.8)
y resolvemos su ecuacién homogénea asociada

Tp —4Tp_1 +4x,_2 =0

Su ecuacioén caracteristica es A2 —4X+4 = 0 y se factoriza como (A—2)2 =0
por lo que A = 2 es una raiz de multiplicidad 2 de la eccuacion caracteristica.
Por lo tanto, la solucién general de la ecuaciéon homogénea es

T, = 12" + can2”

Como el término no homogéneo es un polinomio de grado 1, intentaremos
conseguir como solucién particular una solucién polinomial. Probaremos
con un polinomio de grado 1. Si z,, = an + b entonces z,_; =a(n —1)+b
Yy Tn—2 = a(n — 2) + b. Por lo tanto, al sustituir en la ecuacién nos queda,

an+b—4(a(n—1)+b) +4(a(n—-2)+b) =n
Multiplicando y simplificando queda
an+ (b—4a) =n

Luego, a = 1 y b = 4 implicando que n + 4 es una solucién particular de
la ec. no homogénea. La solucién general a la ec. no homogénea es por
consiguiente

Tp=0c12"+cn2" +n+4

Usando las condiciones de borde zo =0y x; = 1 se tiene

o = Cl2o+62(0)20+(0) +4:0
I = 0121+CQ(1)21+(1)+4:1

Se obtiene el sistema
c1 + 4=0
261 + 262 =—4
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Cuya solucién es ¢; = —4 'y ¢z = 2, por lo tanto

Tp=—4x2"+2n x 2" +n+4=2""(n —2)+n+4

Ejemplo 5.15 Resolver la ecuacion x,+4x, o = 2" sujeta axg = 0,21 = 1

Respuesta: La ecuaciéon homogénea asociada es x,, + 4x,—2 = 0 y tiene
como ecuacién caracteristica a A\? +4 = 0, cuyas soluciones son A = +2i.
Por lo tanto,

o= (20)" 4 o (20)"
= ¢(2cis g)” +cz(2cisg)”
= ¢ (2"cis gn) + c2(27 cis gn)
= ¢(2"cis gn) + c2(27 cis gn)
= 2"(cq cos En+clisin In+cQ cos In — ¢yt sin En)
2 2 2 2
s .. T
= 2" [(cl + ¢2) cos 5n + (¢1 — co)isin 5”]
= 2" [bl cos gn + by sin En

2

Donde by = ¢1 +¢2 y ba = (¢1 — ¢2)i- Por lo tanto, la solucién general de la
ecuacion homogénea es

xz = 2" |by cos gn + by sin gn

Nos falta hallar una solucién particular a la ecuacién no homogénea. Dicha
ecuacién debe ser de la forma 22 = ¢2". Sustituyendo en la ecuacién
original se tiene que c2™ + 4¢2"~2 = 27, lo cual implica que c2"t! = 2" y
por lo tanto ¢ = % Luego #P, = 2"~! y la solucién general de la ecuacién
no homogénea es

1
T, = 2" blcosgn+bgsingn+§

Como zp = 0 se tiene que 2°(by cos 0+ by sin 0 + %) =0, lo cual implica que

by = —%. Ademds puesto que x; = 1 entonces se tiene que 2! (b; cos 3+
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by sin § + %) = 1y por lo tanto b, = 0. Luego la solucién buscada es

z, =271 [1 — cos gn]

Coeficientes Indeterminados

Como elegir la solucién particular:

1. Si fn = P(n), donde P(n) es un polinomio de grado s, probar con un
polinomio Q(n) de grado s

2. Si fn = P(n)a™, donde P(n) es un polinomio de grado s y a no es raiz de
la ecuacién caracteristica, la solucién particular debe buscarse de la misma
forma Q(n)a™, con Q(n) de grado s.

3. Si fn = P(n)a™, con P(n) de grado s y a es raiz de multiplicidad « de
la ecuacién caracteristica, la solucién particular debe buscarse de la forma
n*Q(n)a”, con Q(n) de grado s.

4. Si f, = r"[P(n)cosfn + Q(n)senfn] y rcisf es raiz de multiplicidad «
de la ec. caracteristica., tomar r"n®[Rs(n)cosbn + Ts(n)senbn], con s
méximo grado estre P y Q.

Caso General

Proposicién 5.4 Six} es solucidn de la ecuacion homogénea 5.9 también
lo es cx},

Prueba: Basta substituir cz], en 5.9 y verificar que se cumple la igualdad

apery, + arcxy_y 4+ +agery,_, = clapr), +arxh_y + -+ apxh_p)
= ¢x0=0

O

Proposicién 5.5 Siz) y y! son soluciones de 5.9 también lo es x), + y;,
Prueba: Substituyendo z}, +y en 5.9

ao(zn +yn) + a1 (Tpn_1 + Yn—1) + -+ ar(Tn—t + Yn—k)
= @oTpt+a1Tp_1+ -+ apTp_ + aoYn + A1Yn—1 + -+ ApYn—k
0+0=0
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Proposicién 5.6 Siw es una raiz de multiplicidad o del polinomio carac-
teristico de (5.9) se tiene que VB tal que 0 < 8 < a — 1 se cumple que
Tn, = nPw™ es solucion de (5.9).

Prueba: Por induccién sobre 8. Si 8 = 0 se tiene que x,, = w™ pero como
w es raiz de agA\* + a1 \*~1 4+ - - + a;, se tiene que

aow® + a4+ dap =0
y por consiguiente si multiplicamos por w™~* obtenemos
aw" + a w4 apwF =0

Lo que significa que, en efecto, w” es solucién de (5.9)./

Supongamos que la proposicién es cierta para todo 8 < [, esto es, que
Vﬂ’ < B, xp, = nB’w" es solucién de la ecuacién homogénea, o sea que
aonﬁrw" +a1(n — l)BI w4+ ag(n — k:)B’n””c = 0 (que puede es-
cribirse como Ef:o a;(n — i)B’w"*i = 0) y queremos ver que también es
cierta para 3, esto es que Ef:[) a;(n —i)fw" "t =0

Tomemos la derivada —ésima de

P(\) = apA™ + a; \" 4 - AR

PAN) = agnA" P +ay(n — 1)EA" P 4o pap(n — k)ENTRS

Noétese que n2 es un polinomio en n de grado § y de término indepen-

diente nulo, mientras que (n — i)ﬁ son las respectivas evaluaciones de dicho

polinomio en n — i. Digamos que Q(n) = n = Z?Zl bjn’ y reescribamos
a PP ()) como:

ai(n —i)EAn—i8

M=

p(ﬁ)()\) -
0

.
Il

a;Q(n — i)/\”*i*B

Il

s
Il
=]

B
a; Z bj (n — i)jAn7i7B

=1

Il

s
Il
=]
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Dado que w es raiz de multiplicidad « del polinomio caracteristico también
lo es de P(\) de la misma multiplicidad. Esto implica que w es también raiz
de todas las derivadas de orden < o — 1 y por consiguiente P(®)(w) = 0.
Evaluando este polinomio en w y multiplicando el resultado por w? se
obtiene,

Por hipétesis Zf:o ai(n —i)w™ % Vj < B. Por lo tanto

lo cual implica que el Ultimo sumando también es nulo, esto es,

k
Za(n—z)ﬁ n=i_)
i=0

O

Puede probarse que si wy,ws,...,w, son todas las raices complejas de la
ecuacién caracteristica de la ecuacién homogénea de orden k y sus multi-
plicidades son respectivamente a;, as, ..., a, el conjunto

B = {w},nwy, ..., n* "ol wh, ... n®2 " w? wh, ..., n% " twl} forma una
base para el espacio vectorial de las soluciones de la ecuacién homogénea.
Por lo tanto la solucién general de la ecuacién homogénea (5.9) es una com-
binacién lineal de elementos en B. Para hallar una solucién particular a
dicha ecuacién hay que especificar k£ condiciones.

Lema 5.7 Siwi,ws,...,w, son nimeros reales distintos, entonces las suce-
siones Wi, wy,...,we son sucesiones linealmente independientes.

Prueba: Supongamos que no lo fueran. Si wi,w¥,...,w; no son inde-
pendientes, entonces existen ai,as, ..., a, no todas nulas tales que

awy + aswy + -+, a,w,; =0
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Sean by,be,..., by v wi,ws,...,w; un retiquetamiento de los a; y los w;
para los cuales a; no son nulos. & > 1 pues por hipétesis las a; no son todas
nulas. Esto nos transforma la ecuacién anterior en

biwl + bowy + -+, bpwy =0

Dividiendo esta ecuacién entre w]' nos queda que

by + by <%> + -+ by <%> =0
w1 w1

y derivando con respecto a n se tiene que

w w " w w n
by In — (—2> 4ot by ln £ (—’“) =0

w1 \ W1 wy \ w1

en la cual podemos eliminar el w] pues esta en todos los términos y obtener

bgln%wg—k---—kbkln%wgzo
w1 wi

Si repetimos este proceso k — 1 veces se tiene

Wi W W
bpln—In—---In wp =0
w1 w2 Wg—1
. . . w;
Lo cual es imposible pues como w; # w; se tiene que In - # 0y, por
hipétesis, by # 0. Luego wi',w?, ..., w) son imdependientes. O
Lema 5.8 Siwi,ws,...,w, son nimeros reales distintos, entonces las suce-
stones )
wl, nwp, n*w?, ... nPrwp,
wh, nwy, nwd, ... nPrwl,
n n 2,,n oy
wl, nw?, nPw?, ... nfrw?,

son sucesiones linealmente independientes.

Prueba: Sisuponemos que estas sucesiones no son dependientes, entonces
se tiene la siguiente combinacién lineal

P (n)wl + Pa(n)wy + -+ + P.(n)w; =0

en la cual los P;(n) son polinomios de grado menor o igual que 8; y por lo
menos uno de tales polinomios no es idénticamente nulo. Supongamos que
P.(n) no es idénticamente nulo (si no reetiquetamos)
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Si dividimos esta expresién entre w}* y luego derivamos f; + 1 el primer
sumando desaparece y nos que una expresién de la forma

Q2(n)wy +--- + Qr(n)w;’ =0

En la cual los grados de los @; coinciden con los grados de los P; porque al

n
derivar, por ejemplo, a P;(n) (fujl) se tiene

n n
w; w; / Ww;
P(n)ln—|(—) +FP(n)|—
P 2 (L) Pl (2]
en el cual el término de mayor grado es el mismo de P;(n) multiplicado por
In Z—l que es distinto de cero porque w; # wi. En particular, el grado de
P, y de @, coinciden.
Si repetimos este proceso r — 1 veces se obtiene

n_

”

R, (n)w

lo cual es imposible porque el grado de R, es igual al de P, y en consecuen-
cia no es idénticamente nulo. Luego, las sucesiones dadas son linealmente
independientes. g

Proposicién 5.9 La solucién general de la ecuacion no homogénea (5.8)
se obtiene sumando a la solucion general de la ecuacion homogénea una
solucion particular de la ecuacion no homogénea. En otras palabras, si z
es la solucion general de la ecuacidn homogénea y x¥ es solucion particular
de la ecuacion no homogénea entonces la solucion general de la ecuacion

no homogénea es " + xP.

Prueba: Basta substituir z + 2P en (5.8) y comprobar que, en efecto,
esta ecuacion se satisface.

ao(zp +ah) +ay(xp_y +xh_ )+ +an(zh_, + 2 _p)

= (aozp +amy_y + -+ apzh ) + (@02 + arah 4o+ agzl )
= 0+fn:fn

El primer paréntesis es cero porque z es solucién de la ecuacién homogénea

y el segundo es f, pues 2P es solucién de la ecuacién no homogénea. O
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5.3 Problemas

1. Para todo n > 1 se define el determinante D,,, de n X n como

1+a? a 0 o --- 0

a 1+ a? a o --- 0

D,, = 0 a 14a2 a --- 0
0 0 0 0 -+ 1+a?

Demostrar que si n > 3, se tiene que D,, = (1 +a?)D,, 1 — a®’D,, ».
Resolver esta recurrencia para concluir que

1 _ a2n+2

Dn="

sia?#1 .

. Sea a, el numero de maneras de llenar una matriz de dimensién 2 x n

con piezas de dominé de dimensiones 1 x 2. Halle una recurrencia
para a,. ;Qué nimeros son estos?

. Una Torre de Hanoi Doble consta de 2n discos de n tamanos diferen-

tes, dos de cada tamano. Como antes, se nos pide mover los discos de
una estaca a otra uno cada vez, sin poner un disco mayor sobre uno
menor.

(a) ¢{Cudntos movimientos se requieren, si los discos de igual tamano
son indistinguibles uno del otro?

(b) ¢Cudntos movimientos se requieren, si los discos de igual tamano
son distintos y se nos pide que la torre quede como estaba origi-
nalmente?

. Encuentre una recurrencia para contar el nimero de formas diferentes

de realizar un producto de n matrices. Resuelva dicha recurrencia
usando el método de la funcién generatriz.

. Halle una recurrencia para contar el nimero de formas de colocar n

metros de banderas en un asta de n metros si se puede usar tres tipos
de banderas a saber: banderas rojas de dos metros de alto, banderas
amarillas de un metro de alto y banderas azules de un metro de alto.

. Sea (), el nimero de regiones del plano que se obtinen cuando se

dibujan sobre el mismo n circunferencias tales que cada circunferencia
corta a cada una de las restantes en exactamente dos puntos y cada
punto de interseccién pertenece solo a dos circunferencias. Halle una
recurrencia para C,, y resuélvala.
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. Para todo n > 1 se define el determinante D,,, de n X n como

a b 0 0 --- 0
c b 0 0
D,=|0 ¢ a b 0
00 0O0 -+ «a

Halle una recurrencia para D,, y resuélvala.

. Un arbol AVL es un arbol binario con raiz en el cual para cualquier

nodo la diferencia de altura de sus subdrboles derecho e izquierdo
es a lo sumo uno. Halle una recurrencia que permita determinar el
nimero minimo de nodos que posee un arbol AVL de altura n.

. Halle una recurrencia que permita contar el nimero de secuencias de

longitud n en el alfabeto {0,1,2} que tienen un nimero par de ceros
y resuélvala.

Halle una férmula para el nimero de maneras de colocar n bloques
que pueden ser rojos, azules, blancos o negros, de tal manera que no
queden dos bloques rojos adyacentes.

Escriba una recurrencia que permita contar los desarreglos (Permuta-
ciones que no tienen punto fijo) y resuélvala usando el método de la
suma.

Resuelva la ecuacién y, = ayz + ¢, en los siguientes casos
(a) b=2,a=1,¢, =k,n=2"

(b) b=2,a=1,¢, =n,n=2"
Use el método de sumas para resolver la siguiente recurrencia

n—1

yn:a+nb+ﬁkz_0yk n>0, yo=0.

Use el método de sumas para resolver las siguientes ecuaciones en
diferencia
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(d) nep, =(n+Dxp_1+n—-1, 20=0

Ciudad Gallo es una ciudad que es famosa por la gran cantidad de
galleras que tiene. Cada gallera cobra 1 bolivar al entrar y un bolivar
al salir. En cada gallera, si uno apuesta z bolivares a un gallo y
el gallo gana recibe 2z bolivares, y si el gallo no gana pierde los x
bolivares.

Un buen dia llegé a ciudad Gallo el sefior Yago, quien posee el don
sobrenatural de saber de antemano el gallo ganador en cualquier pelea
de gallos. Como debido a la inflacién estaba fallo de dinero decidié
visitar n galleras y para no despertar sospechas en cada gallera apos-
taria sélo una vez todo el dinero que tuviera en el momento de hacer
la apuesta.

(a) Si G, representa la cantidad de bolivares que posee el sefior Yago
al salir de la n—ésima gallera, y antes de entrar en la primera
gallera el senor Yago poseia k bolivares, halle una recurrencia
para G,

(b) Determine una férmula cerrada para G,

(¢) ;Cuénto dinero tenia el sefior Yago antes de entrar en la primera
gallera, si al salir de la tercera no tenia dinero?

Sobre una circunferencia se marcan 2n puntos. ;De cudntas maneras
diferentes pueden unirse, todos los 2n puntos, por n cuerdas que no
se intersecten dentro de la circunferencia?

Resolver las siguientes ecuaciones en diferencias

a) Tp —Tp1 —2Cp2=0 zog=1,21 =1

(a)
(b) xp —4xp—1 +4x2=0 zp=0,21 =1
() Tn+92p,—2=0 20=0,2; =1

(d) Tn+Tp_1+Tp_» =0 To = 1,1‘1 =3

El dia primero de febrero una persona abre una cuenta bancaria con
So bolivares y el dia primero de cada uno de los meses siguientes
deposita en dicha cuenta a bolivares. Si el Banco compone el interés
mensualmente (abona los intereses mensualmente) y ofrece una tasa
de interés anual del r%, halle una expresién para el saldo S, que
tendrd dicha persona en su cuenta al cabo de n meses justo antes de
efectuar su n—ésimo depédsito. Halle también el saldo B, al cabo de
n meses justo después de efectuar el n—ésimo depdsito.
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19. Hallar la férmula general de la solucién de las siguientes recurrencias
y la solucién particular para los valores iniciales especificados.

(a) 20p + Tp—1 —3Tp—2 = fo; fo=2"fn=n—-1f, =n2%
o :0,561 =1

(b) mn+2_mn+1_2xn:fn; fa=3"fn=2"+1,f,=n+1,
o = 1,5[71 =1

(C) Ty — 4Tpn—2 = fu; fn:n2+]-7fn:2nvfn:n2n;
o = 1,1‘1 =2

(d) @n +Tp—2 = fa; fo=sen i, f =2, f = n2"
o = 1,1‘1 =2
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Convenientemente, es verdad...—EI que se viste
de harapos convenientemente lavados, se viste
convenientemente, es verdad, pero no por esto

deja de ir vestido de harapos.

Federico Nietzsche. El viajero y su sombra.

Capitulo 6

Funcion Generatriz

6.1 Definiciéon y Propiedades

Definicién 6.1 (Funcién Generatriz Ordinaria) Dada una sucesion de
numeros ag, a1, as, as, ... pertenecientes a un anillo conmutativo con iden-
tidad 1, se define su funcion generatriz ordinaria como la serie formal

E anz"

n>0

Esto es, a cada sucesién f, se le asocia el objeto algebraico: >, -, fnz".
Caveat: Esta serie no tiene por que converger. El 2™ es s6lo un indicador
de posicidn, esto es, indica que su coeficiente es el n—ésimo término de la
sucesién correspondiente.
Por ejemplo, la funcién generatriz de la sucesion 1,1,1,1,...es )" - 2"
y la F.G. de la sucesién 1,2,4,8,16,...es >, -, 2"2". B

Ejercicio 6.1 Halle las funciones generatrices de las sucesiones1,—1,1,—1,...
3

yl,ec?c et ...

La serie EnZO z™ se puede expresar como ﬁ, donde este cociente
debe interpretarse como una divisién entre polinomios formales. A esta tl-
tima expresién se le denomina férmula cerrada de la funcién generatriz. El
corazén de la manipulacién de las funciones generatrices radica en transfor-
mar las funciones generatrices a su férmula cerrada, manipular las férmulas
cerradas y finalmente revertir el cambio para obtener la funcién generatriz
de la sucesién deseada.

Como las funciones generatrices son series formales, se pueden manipu-
lar como tales, esto es, se pueden sumar, multiplicar, derivar, integrar, etc.,
etc.
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e Sustitucién: Si F'(z) es la funcién generatriz de la sucesion {a,}22,

entonces F(cz) es la F.G. de la sucesién {c"a,}5%,
Ejemplo: Como F(z) =3 2" = 1= eslaFG delasucesién (1,1,1,...)
entonces

1
F(cz) = 2" =
(c2) Z 1—-cz
es la FG de la sucesién (1,¢,c%,¢3,...)

Si por ejemplo, necesito la sucesién cuya funcién generatriz tiene la
. 1 : _ 1
férmula cerrada 53 puedo hallarla a partir de la de ) 2" = =
substituyendo z por —3z, esto es, > (—3z)" = ﬁ y por lo tanto

> (=3)"z" = 174 de donde se tiene que a, = (—3)"

Suma: Si F(z) y G(z) son respectivamente las FG de las sucesiones
{an}X o v {bn}3, entonces F(z) + G(z) es la FG de la sucesién
{an +ba}n’o

Ejemplo: Como F(z) =3 2" = - eslaFG delasucesién (1,1,1,...)
y G(z) =3 272" = 1 es la FG de la sucesién (1,2,22,23,.. ) en-
tonces

F(x)+G() =) (1+2" = 112+1—12z: (1—2z)_(132—22)

es la FG de la sucesién (2,1 +c¢,1+c%1+c3,...)

Multiplicacién: (Convolucién) Si F(z) y G(z) son respectivamente
las FG de las sucesiones {a,}52 o v {bn}52 o entonces F(z)G(z) es la
FG de la sucesién {d g, <, @ibn—i}nig

Ejemplo: Como F(z) = Y nz" = Tz ¥ G(z) = Y22 = 2

entonces la FG de la sucesién {dj;c,, 12" 7}52 ) es

2z

ON—1i N __ o 1
F(2)G()=)_ > i2"" T 1-2)? 1-22

n>00<i<n

Derivacién: Si F(z) es la funcién generatriz de la sucesion {a,}22

entonces zF'(z) es la F.G. de la sucesién {na,}32, y F'(z) es la FG

de la sucesién {(n + 1)an41}52,

Ejemplo: Como F(z) =3 2" = 1= esla FG delasucesién (1,1,1,...)

entonces ~
! _ —
ZF(Z)—g nz"—(l_z)2

es la FG de la sucesion (0,1,2,3,...)
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e Integracién: Si F(z) es la FG de la sucesién {a,}>2, entonces
Jo F(t)dt es la FG de la sucesién {“2=}20

n n=1

Ejemplo: Si F(z) =3 2" = - entonces

z 1
/ F(tydt = —In[l—z| =) —z"
0 n

n>1

Ejemplo 6.1 Halle una formula cerrada para la funcion generatriz de la
sucesion fp, = n2"

1
1-2z
ano 2"zl = ﬁ, y si multiplicamos por z obtenemos

Explicacién: Se tiene que ) .,2"2" = . Si derivamos se tiene que

2z
2n n —
2 n2"z (1—22)2

n>0

Ejercicio 6.2 Halle una formula cerrada para la funcion generatriz de la
2

sucesion fp, = n<.
Ejercicio 6.3 Halle una formula cerrada para la funcion generatriz de la
sucesion f, =n?+2" +3

En los préximos dos ejemplos se muestran dos procedimientos titiles para
determinar la sucesion que corresponde a una funcién generatriz de la cual
se conoce su férmula cerrada. El primero de dichos procedimientos se basa
en la manipulaciéon adecuada de la férmula dada para transformarla en una
suma de férmulas mas sencillas a las cuales sea facil hallarles sus series
correspondientes y luego sumar dichas series. Mientras que el segundo se
basa en aplicar la formula de las series de Taylor

() (o

Ejemplo 6.2 Halle la sucesion cuya FG tiene la formula cerrada %
Explicacién: Antes que nada descomponemos en fracciones simples la
férmula dada

1-3z A B c

I—2P2(1—22) 1—z (=292 "1-2:
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1-32=A(1—-2)(1-22)+B(1-22)+C(1 - 2)*

Luego se tiene que si:

;=1 -2=B(-1) =DB=2
1 1 1
z=0 1=A4B+C =A=1
Por lo tanto
1-3z2 1 1 1
S 2 -2
1—2)2(1-22) 1= =22 °“1-2:
= Zz”+22(n+1)z”—222”z”
n>0 n>0 n>0
= > (3+2n-2"T)"
n>0
Por lo tanto la sucesion buscada es {3 + 2n — 271} o
Ejercicio 6.4 Usarla F.G. de la sucesion 1,1,1,... para hallar el término

general de la sucesion cuya funcion generatriz tiene como formula cerrada

1
1-32+222"

Ejemplo 6.3 Usar la férmula de Taylor para hallar el término general de
una sucesion cuya funcion generatriz tiene como formula cerrada F(z) =

V1-—2z

Explicacién: Derivando sucesivamente se tiene que

F(z) = 1—222(1—2,2)1/2
F(l)(z) _ %(—2)(1—2,2)_1/2
FP(z) = %(—2) (—%) (—2)(1 —22)°?
FOG) = 52 (-5) 2 (-3) (D0 -2 = —(1- 31— 29)72
FP() = (=1)(1-3-5)(1—22)""/
FOG) = (<1135 (20— 3)(1 — 22)~Cr=)/2
- (-1 (2n — 2)! '(l_zz)—(Zn—l)/Z

9n—1(n — 1)
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Y por consiguiente

F™(0) =

Luego

)] :<

~2n1(p —1)In!

HOEDY (2:—_12

n>1

99

(2n — 2)!
S on=1(p —1)!

2n — 2 1
n>1
n—1 -

1 n
EiijZ .

n2n71

Ejercicio 6.5 Use la formula de Taylor para hallar el término general de
una sucesion cuya funcidn generatriz tiene como formula cerrada /1 — 4x.
Resuelva también el problema usando el desarrollo del binomio.

A continuacién de muestra una tabla que contiene las manipulaciones
de funciones generatrices mas comunes y otra que contiene las funciones
generatrices mas usadas con sus respectivas sucesiones.

0 A(z) + BB(2)
2M™F(2)

F(z) = fo—fiz == fmn12™!

Zm

F(kz)

F'(z)

S (aan + Bbn)="

n>0

Z fnfmzna

n>0

Z fnam2z™,

n>0

n>0

Z (n+1)frr12"

n>0

Z nf,z"

n>0

Z %fnflzn

n>1

S ()

n>0

2| o

n>0 \k<n

m > 0, entero

m > 0, entero
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Sucesién Funcién Generatriz Férmula Cerrada
n 1

(1717127173"'> EnZOZ 1712:
n .n

(1,C,C,C,...> EnZOCZ l—cz

(1,2,4,8,16,...) S o 2n2" E
(1,-1,1,-1,1,...) o (=D)m2n 1
(1,2,3,4,5,6,...)

(6 (- 6). )---)
él,k, (kgl)’ (k;z)’ Ny >

Lke, (1), (F52)¢%, )

3

MMM MMM
% |
i
1
-

6.2 Resolucion de Recurrencias

Una de las aplicaciones mas importantes de las funciones generatrices es
la resolucion de recurrencias. En las proximas lineas mostraremos como se
resuelve una recurrencia mediante el método de la funcién generatriz.

El método: Dada una recurrencia de una sucecién {z,,} el problema de
hallar una férmula cerrada de x,, en funcién de n se puede resolver mediante
los siguientes cuatro pasos:

1. Escribir una sola ecuacién que exprese a xz, en base a los demés
elementos de la secuencia. Dicha ecuacién debe ser valida para todos
las enteros no negativos. Se asume que z; = 0 si ¢ < 0.

2. Multiplicar ambos lados de la ecuacién por z" y sumar sobre todos
los valores de n. Del lado izquierdo se obtiene X (z), mientras que el
derecho se debe manipular para obtener una expresién algebraica que
involucre a X (z).

3. Resolver la ecuacién resultante para obtener una férmula cerrada para
X(2)

4. Hallar la serie de potencias de X (z) y tomar el coeficiente de 2", que
es justamente la férmula cerrada de z,,.

A continuacion se ilustra el método con varios ejemplos.
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Ejemplo 6.4 Resolver

ap = 2ap,-1+1 n>1
Qo =1

Antes que nada, reescribamos esta recurrencia con una sola férmula que
sea véalida para todo n. Esto lo logramos usando el corchete de Iverson.

an = (2ap—1 + 1)[n > 0] + ap[n = 0]

Sea A(z) =Y. 2, anz™. Multiplicando por 2" y sumando se tiene

o0 o0 o0 o0
Zanz" = QZan_lz"+Zz"+Za0[n:0]
n=0 n=1 n=1 n=0
o0 o0
= 2zZan,1z”*1 +Zz"+ag
n=1 n=1
oo o0
= 2zZanz”+Zz”+ag—1
n=0 n=0

- 1
= 2z2anz"+:+ao—l

n=0

Como ag = 1 nos queda que

1
1—-2
1
S 1-2z

1 -1 2
= +
1-2)(1-22) 1—2z 1-2z

Y puesto que 1; y ﬁ son las FGs de 1™ y de 2" respectivamente, se
tiene que

A(z) = 2zA(z) +

(1 -22)A(z)

Az) =

Alz) == 1mz"+2) 2" =) (-1+2"Th)"
n=0 n=0 n=0

Lo cual implica que
anp =2"T" -1

Ejemplo 6.5 Resuelva la ecuacion en diferencia

Yn = Yn—1 — 3Yn—2 st yo=1y =2
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Escribimos la ecuacion y sus condiciones iniciales como una sola ecuacion
que sea valida para cualquier nimero natural n, esto es

Yn = (4yn—1 — 3yn—2)[n > 1] + yo[n = 0] + y1[n = 1]

Multiplicando por z” y sumando desde n = 0 hasta n = oo se tiene

oo
n —
Ynz =
n=0

Y(z) =

iélynflzn - i 3Yn—22" + i yo[n = 0]z" + i yi[n = 1]2"
n=2 n=2 n=0 n=0

o0 o0
4z Z Yno12""' —32° Zyn72zn_2 +yo+y12
n=2 n=2

o0 oo
4z Z ynz" — 327 Zynzn +yo+1y12
n=1 n=0

4z Z ynz" — dyoz — 327 Zynz" +yo+vy12

n=0 n=0
42Y (2) — 32°Y (2) — 4yoz + yo + y12
(1—-42)yo +y12

1—4z+ 322

Para yo =1y y1 = 2 se tiene que

Y(2)

1—4z+ 2z 1-22 1-—2z

1—42+4+322  (Bz-1)(z—1) (1-2)(1-32)
1 1 1

5(1—3z+1—z)

1 1 1

2 1-32 1-z

1
2

= %ZS”Z”—#%ZM”
= Y

Por consiguiente,

3+
T2

Yn

Ejemplo 6.6 (Ecuacién lineal de 2° orden) Resolver la ecuacidn

Yn +a1Yn—1+A2Yn-2="Tn N >2
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Antes que nada, escribimos la ecuacién y sus condiciones iniciales como
una sola ecuacién, esto es

Yn = {—a1yn—1 — @2Ypn—2 + rp}n > 1] + yo[n = 0] + y1[n = 1]

Multiplicando por z” y sumando desde n = 0 hasta n = oo se tiene

Zynzn =- Z a1yn—12" — Z a2yn—22" + Zrnz" +yo+y12

n>0 n>1 n>1 n>1

Y(2) = —-az Z Yn—12""" — az2® Z Yn—22""2 + Z a2 + Yo + Y12
n>1 n>1 n>1
= —-az Z Yn2" — asz? Z ynz" + Z rpz —ro —r1z+yo + Y12
n>1 n>0 n>0
= —a1z Z Yn2" + a1yoz — a22’Y (2) + R(2) — 1o — 112 + Yo + y12
n>0

= —a12Y(2) + a1yoz — 422’V (2) + R(2) — 1o — 112+ yo + y12

Por lo tanto

a1yo +y1 —11)z + (Yo — o) + R(2)
1+a1z+ ayz?

Y(z) = (

(6.1)

Ahora usaremos esta expresién para resolver varias ecuaciones en dife-
rencias de segundo orden. Empezaremos por una ecuacién homogénea.

Yn _3yn71 +2yn72 =0 n>2

Como r, = 0 tenemos que g = 7, = 0 y ademds R(z) = 0. Por lo tanto,
al substituir en 6.1 se tiene

(=3yo +y1)z + o

Y =
(2) 1-32+4222 7
ysiyo =1y y = 2 se tiene que
(—3(1)+2)z+1 —z+1
Y = =
() 1-2)1-2) (1-22)(1—2)
_ 1
T 1-22

= Z 2" "

n>0
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y por consiguiente y, = 2".

Si los valores iniciales son yo = 0 y y; = 3 se tiene que

(—=3(0)+3)z+0

Y(z) 1-22)(1-2)
_ 3z
T (1-29)1-2)

Desconponiendo en fracciones simples,

3z _ a n b
(1-22)(1—-2)  1-2z 1-z
_a(l—2)+0b(1—2z2)
(1-22)(1-2)
Y puesto que si z =1 se tiene que —b = 3 tenemos que b = —3, ademas si
z = 0 se tiene que § = % y por lo tanto @ = 3. Por consiguiete,
3 3
Y = —
=) 1-2: 1-z2
= 3) 2" —3) 1""
n>0 n>0
= ) 32" -1)"
n>0

y por consiguiente y,, = 3(2" — 1).

Resolvamos ahora una ecuacién en diferencia con término no homogéneo
constante. Por ejemplo.

Yn—=3Yn—1+2yp2=1 n>2
Como r,, = 1 tenemos que 7o = 1,71 =1y R(z) = ,-,2" = 1. Porlo
tanto, al substituir en 6.1 se tiene a

(=3yo+y1 —Dz+(yo— 1) =
(1-2)(1-22) (1-2)(1-22)

(=3yo+y1 —Dz+(yo— 1) n 1
(1-2)(1-22) (1—-2)2(1—22)

Y(2)
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Descomponiendo el segundo sumando en fracciones simples
1 a b c
(—22(1-20) ~ 1-2 =22 (=29
a(l —2)(1 —22) +b(1 — 22) + (1 — 2)2
(1 —2)2(1 — 22)

Si z =1 tengo que b = —1;si z = 1 se tiene que (1)?c = 1 implicando que
c = 4. Y finalmente si z = 0 se tiene que a + b+ ¢ = 1 lo cual implica que
a = —2. Por lo tanto,

(=3yo+y1 —1)z+ (yo— 1) 2 1 4

i) = (1-2)(1-22) I ETRNCEPERN S

Finalmente si yg = 0 y y1 = 1 tenemos que

~1 2 1 4
YO = ootz 12 G- G-z
1 2 2 1 4
1—2_1—22_1—2_(1—z)2+(1—2z)
1 1 2
71—z7(1—z)2+(1—22)

= ) Y It 42y onen

n>0 n>0 n>0
= - E @2rtt —n —2)2"
n>0

Por lo tanto
yp =2 - —2

El siguiente paso es mostrar una ecuacién en diferencia con término no
homogéneo polinémico. Por ejemplo.

Yn —3Yn-1+2Yn-2=n n2>2

Como r, = n tenemos que ro = 0,7 =1y R(z) =), -,n2" Sino se sabe
la fémula cerrada para R(z) se puede obtener derivando Y, 02" = = ¥

multiplicando el resultado por z. Se obtiene,

(1-2)?

. Por lo tanto, al substituir en 6.1 se tiene

R(z) =

 (“3yot+yr — L)z (yo —0) =
Vi) = T—2)(1—22) Taoau-29)
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(=3yo+y1 — 1)z +wo N z
(1 -2)(1-22) (1—2)3(1 —22)

Descomponiendo el segundo sumando en fracciones simples
z a b c d
0_2P0-29) 1" a-2 a2 -2
a(l —2)2(1 —22) +b(1 — 2)(1 — 22) + (1 — 22) +d(1 — 2)?
(1 —2)3(1 — 22)

Si z =1 tengo que ¢ = —1; si z = % se tiene que (3)%c = 1 implicando
que d = 4. Si z = 0 se tiene que a + b+ ¢+ d = 0 lo cual implica que
a+ b = —3. Como el término cibico de este desarrollo involucra sélo a a

y a d y se obtiene de multiplicar en cada factor el término con z, se tiene
que —2a — d = 0 lo que implica que a = —2 y b = —1. Por lo tanto,

—3yo+y1 — 1)z +yo 2 1 1 4

(
Yo = —0-pa-29) 1-: G- G- -2

Finalmente si yg = 0 y y1 = 3 tenemos que

2z 2 1 1 4
Y@ = G0 ce) 1-: G- -7 T -29
B 2 2 2 1 1 4
- 71—z+1—2271—27(1—z)27(1—2)3+(1—2z)
4 1 1 6

T G2 -2 T (-29

- 7421" "72(n+1)1"+1z"72W2"+622"z"

n>0 n>0 n>0 n>0
2 1
= 2(3 « ontl _ % —(n+1)—4)
n>0

Por lo tanto,
n+2)(n+1)
2

Por ultimo resolveremos una ecuacién con término no homogéneo expo-
nencial...

Yn =3 x 2" — —(n+1)—4

>

[\

Yn — 3ynfl + 2yn72 =2"

n
Como 7, = 2" tenemos que ro = 1,7y =2y R(2) = ) ,5,2"2" =
Por lo tanto, al substituir en 6.1 se tiene B

1
1—2z°

(=3yo+y1 —2)z+ (yo — 1) =

(1-2)(1-22) (1-2)(1-22)

Y(z) =
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(“Byo+uy1 —2)z+ @ —1) 1
(1-2)(1-22) (1 -2)(1—22)2

Descomponiendo el segundo sumando en fracciones simples

1 a b c
(1-2)(1-22) 1—z+1—2z+(1—2z)2
a(l1—22)2 +b(1—2)(1—22) +¢(1 —2)
(1-2)(1—2z2)2

Si z =1 tengo que a = 1, si z = 1 se tiene que 1¢ = 1 implicando que

c = 2. Y finalmente si z = 0 se tiene que a + b+ ¢ = 1 lo cual implica que
b = —2. Por lo tanto,

—3yo+y1 —2)z + -1 1 2 2
Y(Z) — ( Yo T Y1 )Z (yO ) + _ +
(1-2)(1-22) 11—z 1-2z (1-22)
Finalmente si yg = 0 y y1 = 3 tenemos que
z—1 1 2 2
Y = _
() I—2(1-22) 1=z 1-2: ({1=22°

13 n 2
1—2z 1-2z (1-22)

= Zz” - BZQ”Z" + Z (n+ 1)2"tiz"

n>0 n>0 n>0
= Y (1-3x2"4+2" (n+1))2"
n>0

Por consiguiente
Y =1 -3 x2"+2"(n 4 1) =1+ (2n — 1)27

A manera de comprobacién observe que tanto por la recurrencia como por
la férmula hallada los primeros tres términos son 0, 3,13

Todos los ejemplos presentados hasta el presente se pudieron haber re-
suelto por alguno de los métodos presentados con anterioridad. Trataremos
ahora una recurrencia que aparece con mucha frecuencia y que es el ejemplo
que justifica al método de las funciones generatrices como herramienta para
resolver recurrencias.

Ejemplo 6.7 Resolver

Cp = CoCp—1 +Ci1Cpo+ - ++ch_1cg >0 ¢p=1
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Antes que nada escribiremos la recurrencia con una ecuacién valida para
todo n,

en = ( Z CkCn—t—1)[n > 1]+ co[n = 0]
0<k<n-—1

Si denotamos por C(2z) =), cn2" y sumamos sobre todo n tenemos

C(z) = Z ( Z Ckln—k—1)[n > 1]+ co[n =10] | 2"

n>0 0<k<n—1

e Z Z CkCn—k—1 | 2" + Z [n = 0]"

n>1 \0<k<n—1 n>0

n—1
= z Z <Z ckcn_k_1> 2" P41 cvm=n—1
k

n>1 =0

m
= z Z < ckcm_k> 2™+ 1
k=0

m+1>1

m
= zZ( ckcm_k> 2™ +1
k=0

m2>0

= 20%(2) +1

Por lo tanto,

2C*(2) = C(2) +1=0
Resolviendo esta ecuacién para C'(z) por la resolvente se tienen las siguien-

tes dos soluciones
_1+y1-4z
o 2z

Usando el teorema, del binomio podemos desarrollar la raiz en una serie y
separar el primer término

Vi—dz=) (i) (—42)f =1+>" (i) (—42)*

k>0 k>1

C(z)

Luego
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1+1 1 L
— + = 2 _4k k—1
22 2Z<k>( )’z

I
—
S| H
—
N | =
N
3
—+ i
—_
N———
n
=
3
+
=
I\
3

Recordando que

(1) - QEHED-

1-3-5---(2n — 1)
= (=D 2n+1(p 4 1)!
= (-1 L-p-p---(2nfF1) (2n)!
- 2 (1) f-2-3-4-p---(2n £ 1) (2n)
(1) (2n)!

2ntl(n4+1)12-4-6---2n
2n)!

- (_1)n22”+1(n!(2l+1)!

2n 2
= (=1 S
=) <n>4n+1(n+1>
Luego se tiene que

141 m\ 1
C(z) = 5y iz_<n>n+lz

n>0

n
n

Por lo tanto, si elegimos el signo + todos los coeficientes serian negativos
y C(0) = ¢o no estaria definido, pero si elegimos el negativo nos queda

0k = 2, (?)nilzn

n>0

(2n> 1
Cp =
n)n+1

Esta sucesién de nimeros se conoce como nimeros de Catalan

y por consiguiente

Ejemplo 6.8 Hallar una formula cerrada para la funcion generatriz de la
sucesion determinada por la ecuacion en diferencias

ap = E(anfl + an72) n>2

con las condiciones iniciales ap =1 y a; = 1.
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Respuesta: Escribimos la recurrencia con una férmula que sea vélida
para todo entero no negativo.

1
apn, = E(an,l + ap_2)[n > 2]+ a1[n = 1] + ax[n = 0]

Multiplicando por nz™ y sumando sobre todos los valores de n se tiene que

Z na,z" = Z An_12" + Z an_22"+a1z+ap-0

n>0 n>2 n>2
’
y como Y, sonanz™ =235, nan,z""t = zA (2)

2A' (z) = =z Z Up_12"" " + 22 Z ap—2z""2+arz
n>2 n>2
= 2A(2) + 2%A(2) — zap + a, 2
= 2A(2)+ 2%A(2) — 24 2 = 22A(2) + 2A(2)
De aqui se deduce que ’:T(ZZ)) = z 4+ 1 que es una ecuacién diferencial cuya
22
solucién es In|A(z)| = § +z+c¢. Luego, se tiene que A(z) = ke= t2.

Como ag = 1y A(0) = agp sale que k =1, y por lo tanto A(z) = eé“‘z. Q
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6.3 Problemas

1.

10.

Resuelva las siguientes recurrencias por el método de la funcién ge-
neratriz

(a) Tp = 3$n_1 — 2:1577,—2 n Z 2’ Tog = l,ml = 2,

(b) Tp =3Tp—1 —2xp_2+n n>2, zp=0,z1=1;

) zpn=xpo+(-1)" n>2, z9=0,2, =2

Use el método de la FG para hallar la funcién generatriz de la solucién
de la recurrencia lineal de primer orden con coeficientes constantes

agTn +a1%, 1 =c¢, con xy conocido

uelv. uacion r, —2x,_1 =n — r el mé uncién
Resuelva la ecuacid 2 1 por el método de la funcié
generatriz con zy = 0.

. Resuelva la recurrencia de la sucesién de Fibonacci usando funciones

generatrices:

f — fn*1+fn*2) Sln22a
" 1, sin=0,on=1
Resuelva la recurrencia

o — 1;
Tpn = Tp-1+2Tp—o+---+nxy, sin>0

Demuestre que si F'(z) es la funcién generatriz de la sucesion ag, a1, az, . . .

entonces ﬁF(z) es la funcién generatriz de la sucesién de sumas

parciales ag, ap + a1,a0 + a; + as, .. ..

Encuentre una recurrencia para contar el nimero de formas diferentes
de realizar un producto de n matrices. Resuelva dicha recurrencia
usando el método de la funcién generatriz.

Sobre una circunferencia se marcan 2n puntos. ;De cudntas maneras
diferentes pueden unirse, todos los 2n puntos, por n cuerdas que no
se intersecten dentro de la circunferencia?

Sia,=14+ap+a;+ - +an_2+2a,1 n>1yay =0, encuentre
la funcién generatriz de la sucesién {a,} y a partir de ella encuentre
una férmula cerrada para a,.

Con las condiciones iniciales yo = 0,y; = 1 resuelva la siguiente
ecuacion en diferencias ¥y, = ¥1¥n—1 + YoUn—2+ -+ Yn_1y1 n > 2
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11. Halle las funciones generatrices de las sucesiones {z,} y {yn} si se
sabe que

xo=1 x =0; Yy =0, y1 =1;
Tn = Qyn—l +Tn—2 Yn=Tp-1+Yn—2, N Z 2



Risa y sonrisa.—Cuanto maés alegre y seguro de si mismo
se siente el espiritu, més olvida la risa escandalosa;

al contrario, dibuja sin cesar una sonrisa mds intelectual,
signo de su asombro a causa de los innumerables parecidos
ocultos que encierra la buena existencia.

El viajero y su sombra. Federico Nietzsche.

Capitulo 7

Calculo de Diferencias y
Sumas

En este capitulo se pretende mostrar el equivalente discreto al cédlculo
diferencial e integral. Para ello, empezaremos presentando la definicién de
operadores y el tipo de estructura que estos forman con el fin de sacar
provecho a dichas estructuras. A continuacién presentaremos los operado-
res fundamentales del cdlculo de diferencias, y los resultados que podemos
obtener de ellos. Mostraremos la equivalencia de ciertos resultados con los
del célculo diferencial. Finalmente, presentaremos el clculo de sumas que
es el equivalente discreto del cédlculo integral.

7.1 Operadores

Informalmente hablando, un operador es una funcién que opera sobre fun-
ciones para producir nuevas funciones. Por ejemplo, el operador derivada
opera sobre el conjunto de las funciones derivables y produce nuevas fun-
ciones (D(f) = f'; en particular D(2% 42z —3) = 2z+2). Otros operadores
usuales sobre las funciones de IR en IR son el operador multiplicacién por
una constante k esto es, k(f) = k- f, el operador rafz cuadrada, el operador
sumar una constante, elevar al cuadrado, elevar al cubo, multiplicar por z?,
etc. En general los operadores actian sobre una familia de funciones como
por ejemplo, €¢, R®, R™, donde IR,C representan los nimeros reales
y complejos respectivamente, sin embargo si estudiamos el caso discreto
es suficiente con considerar las funciones de IN 6 Z en IR, esto es, RY ¢
R?. En general, si G es un grupo y F' es un cuerpo, F“ forma un espacio

113
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vectorial sobre el cuerpo F'.

Dado el espacio vectorial V = F™ sobre el cuerpo F, un operador
A sobre V' es una funcién A : V. — V. Por lo tanto, V'V es el conjunto
de los operadores, esto es, es el conjunto de las funciones de V' en V. Por
consiguiente, tiene sentido hablar de la suma de dos operadores y de la
composicién (multiplicacién) de dos operadores. Nétese que, un operador
es una funcién cuyo argumento es una funcién.

Algebra de Operadores

Un algebra es un espacio vectorial V' sobre un cuerpo F', junto con una
operacién de multiplicacién en el conjunto V' de los vectores, tal que para
todo k € F' y para todo «, 5,7 € V se cumple que

1. (ka)B = k(aB) = a(kp)
2. (a+pB)y=ay+py
3. af+v)=abf+ay
También se dice que V es una F'—algebra.
Un algebra asociativa es un algebra en la que se cumple la propiedad
asociativa, esto es:
4. (aB)y =a(By) VYa,B,y€V.
Obsérvese que, si V' es una F'—dalgebra asociativa con la multiplicaciéon
o, entonces V con su suma y esta multiplicacién forma un anillo—no nece-
sariamente conmutativo.
Se dice que un operador L, es lineal si para toda f,g € V y para todo
k € F se tiene que

(1) L(f +9g) = L(f) + L(g)
(i4) L(k- f) = kL(f)

Los operadores lineales con la composicién forman una F'—&algebra aso-
ciativa. Demostrarlo. Dicha F'—&lgebra no es conmutativa, esto es, existen
operadores A y B tales que AB # BA. Muestre un ejemplo.

Ejercicio 7.1 Demuestre que el conjunto L de los operadores lineales con
la composicion de operadores forman una F—dlgebra no conmutativa.

El Operador Diferencia

Dada una funcién f : Z — C (o de IN — C; C se puede substituir por
cualquier grupo abeliano) se define una nueva funcién A f, que llamaremos
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la primera diferencia de f, por

Af(z) = f(z +h) = f(z).

donde h es una constante positiva fija que en muchos casos nos convendra
que sea 1.
Basados en esta definicién se obtiene que la segunda diferencia de f es

A’f(z) = A[Af(2)] = A[f(z + h) - f(2)] = f(z + 2h) — 2f(z + h) + f(=)
En general, se tiene que la n—ésima diferencia de f es

A" f(z) = A[A" f(2)]

El Operador Desplazamiento
Se define el operador desplazamiento E como
E(f(z)) = f(z+h) hfijo

Recibe este nombre porque la grafica de la nueva funcién es la grafica de
f desplazada h unidades a la izquierda. Si aplicamos El operador E dos
veces, se tiene

E*f(z) = EIEf(z)] = Ef(z + h) = f(z + 2h)
y, en general, se tiene

E"f(z) = f(x + nh)

Operador Identidad

El operador identidad I 6 1 se define como

Obsérvese que,

(i) Eloperadoridentidad conmuta con todos los operadores y ademads
que los operadores A y E conmutan

(i) Los operadores A y E son lineales
(7i4) Se tiene que, E=1+Ayque A =F —1

Ejercicio 7.2 Demuestre que los operadores A y E son lineales y conmu-
tan.
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Ejercicio 7.3 Dé ejemplos de operadores que
(i) no conmuten
(i) no sean lineales

(éii) lineales que no conmuten

Como sabemos que A = E — 1 se tiene que A" = (E — 1)" y dado que
E,1 € L y conmutan, se puede aplicar la férmula del binomio para obtener
que

w3 (e -

1=

Ademés como E = A + 1 se tiene que

=(A+1)" i( ) (7.2)

Por lo tanto,

B0 =6+ 17w = 3 (7)als

i=

(=}

n

f(x + nh) :Z()

i=0
y si evaluamos en x = 0 y tomamos h = 1 se tiene que

n

ro =3 (7)aiso) (73)

=0

Alerta: A’f(0) significa hallar la i—ésima diferencia finita de f(z) y luego

evaluarla en z = 0. También puede representarse como A‘f(z) |x:0

Ejercicio 7.4 Demuestre que

n

uranso) =3 (%) o'

i=0



7.2. CALCULO DE DIFERENCIAS 117

El Operador Diferencia Dividida
Definimos al operador diferencia dividida como el cociente
A A

h Az
Lo denominamos diferencia dividida porque no es méas que el operador dife-
rencia dividido entre h o si se prefiere la composicion del operador diferencia
con el operador multiplicar por % Este operador es en realidad el andlogo
discreto del operador derivada.

Note que

A .
fin, 51(0) = i S = = D50

7.2 Calculo de Diferencias

Ejemplo 7.1 Halle la primera diferencia de x> — 3z

Respuesta:
A(z® —3z) = [(z+h)® =3(z+ h)] - [z* — 3]
= 224+2zh+h®> 32z —-3h—2°+ 3z
= 2zh+h*—3h
= (2ze+h-3)h

Ejemplo 7.2 Halle la primera diferencia de

x
r+1
Respuesta:
x _ z+h x
r+1  z+h+1 z+1

(x+h)(z+1)—z(z+h+1)
(x+h+1)(z+1)
h
(+h+1)(z+1)




118 CAPITULO 7. CALCULO DE DIFERENCIAS Y SUMAS

Ejercicio 7.5 Muestre que la n— ésima diferencia de un polinomio de grado
n es una constante

T

+57, Y evaliela en

Ejercicio 7.6 Halle la n—ésima diferencia de f(x) =
z=0

Tabla de Diferencias

Una tabla de diferencias es una tabla en la que se listan las diferencias
finitas de una funcién f evaluadas en z,z + h,x + 2h,.... Si en particular
tomamos h =1 y z = 0 para construir la tabla de diferencias:

Escribimos en una linea los valores

Luego escribimos en la siguiente linea y en los espacios entre cada par de
términos consecutivos f (), f(i + 1) sus diferencias Af(i) = f(i +1) — f(7).
Repitiendo este proceso obtenemos la siguiente tabla de las diferencias fini-
tas de la funcién f.

f(0) f) f2) f3) f(4)
Af(0) Af() Af(2) Af(3)
A%f(0) A%f(1) A%f(2)

Para el caso particular de f(z) = 2* se tiene,

0 1 16 81 256 625
1 15 65 175 369
14 50 110 194
36 60 84
24 24
0

Luego, usando la férmula (7.3) se tiene que

= (1)) )+ ()

Lo cual es una expresién de la funcién n* como combinacién lineal de los
coeficientes binomiales, que puede usarse junto con la férmula de las sumas

superiores (pag. 46) para hallar el valor de la suma Y, ., i*.
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Funciones Factoriales

Si m es un entero no negativo, se definen las funciones factoriales como:

£ _ { z(z — h)(z —2h) - (z — (m — 1)h) sim > 1 (7.4)
1 sim=20
Ademds, se definen las funciones factoriales negativas como,
1 1
2™ = = (7.5)

(z + h)(z +2h) -+ (x +mh)  (z+mh)m

Dichas funciones reciben este nombre porque si h = 1 se tiene la funcién
factorial. Es decir, son una generalizacién de la funcién factorial. Es im-
portante observar que si h tiende a cero, (™ tiende a ™ y (=" tiende
az ™.

Una propiedad importantisima de estas funciones es que su diferencia
es muy facil de calcular, esto es, Az(™ = ma(m=Dh, lo cual recuerda a la
funcién ™ cuya derivada es maz™ 1. La prueba de este resultado se deduce
inmediatamente de la definicién de diferencia como sigue:

Az™ = (x4 h)™ —g™

= (z+h)(x)(x—h)---(x—(m—2)h) —z(x —h)---(x — (m —1)h)
z(x—h)---(x — (m—2)h)[(x + h) — (£ — mh + h)]
xEm—)h)---(x—(m—Z)h)~mh
""" Vmh

El resultado también es cierto si el exponente es negativo. Probarlo.

Polinomios Factoriales y Nimeros de Stirling

Definicién 7.1 (Polinomio Factorial) Un polinomio factorial de grado
n es una expresion de la forma

apz'™ + a1z Y -t ay_izM +a,
donde los a; son constantes reales, ag # 0 y n es un entero no negativo.

Todo polinomio se puede escribir como un polinomio factorial de idéntico
grado, y viceversa, todo polinomio factorial se puede expresar como un
polinomio. En particular usando la férmula (7.4) se tiene que

P = gz
@ = z(x—-h)=2"—hx



120 CAPITULO 7. CALCULO DE DIFERENCIAS Y SUMAS

z® = z(z—h)(z - 2h) =2° - 3ha® + 2h%x
= z(x — h)(x — 2h)(x — 3h) = z* — 6ha® + 11h%2? — 6h3x
2® = 2° — 10ha* + 35h%23 — 50h32% + 24h*x

En general, cada potencia factorial se puede expresar como
™ = Z sp(n)h"*zk (7.6)

donde los nimeros si(n) son los nimeros de Stirling de primera especie. Se
tiene entonces que si h = 1, los nimeros de Stirling de primera clase son los
coeficientes que permiten escribir las potencias factoriales como polinomios.

A continuacion se muestra la expresién de las primeras potencias como
polinomios factoriales

e

€T =
22 = 2@ +20p
22 = 2O 4 3:Pp 4 2Mp2
= W 462h + 72 R? 4 23
2 = 20 +10eWh + 2563 b2 + 1522 B3 + 2D pt

Y en general, toda potencia se puede expresar como polinomio factorial
mediante la siguiente férmula

Zsk YRR (k) (7.7)

donde los nimeros S (n) son los nimeros de Stirling de segunda especie. Se
tiene entonces que si h = 1, los nimeros de Stirling de segunda clase son los
coeficientes que permiten escribir las potencias factoriales como polinomios.

Maés adelante se dard un procedimiento que sirve para expresar cualquier
polinomio como potencias factoriales usando divisién sintética.

Funciéon Factorial Generalizada

Dada una funcién f(z), para todo entero no negativo m se define su funcién
factorial [f(z)]™ como

[f(@)]™) = f(z)f(x —h)f(x—2h) -+ fl — (m—1)h) m#0 (7.8)

2™ — :
[£(2)] F@+ h)f(z+2h) - f(x + mh)

m#0 (7.9)
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F@)]"™ =1 m=0 (7.10)

Todo polinomio se puede escribir como combinacién lineal de funciones
factoriales. El siguiente ejemplo ilustra el procedimiento a seguir para lo-
grarlo.

Ejemplo 7.3 Escribir 2° + 222 — 32+ 1 como C.L. de z — 1, esto es, halle
los coeficientes de
P42 -3c+1=a(z—1)® +bz -1 +c(z-1)D +d (h=1)

Respuesta:

Como el coeficiente d es el resto de dividir 2° 4+ 22% — 3z + 1 entre  — 1,
c el resto de dividir el cociente de la divisién anterior entre z — 2 y asi
sucesivamente, usando divisién sintética se obtiene

1 2 -3 1
1 1 3 0
1 3 0 [1
2 2 10
1 5 [10]
3 3

Por lo tanto,

4202 -3 +1=(2-1) 48z -1 +10z-1)Y +1, h=1

Diferencias de Funciones Notables

De forma anéloga al célculo diferencial se tiene una serie de funciones no-
tables de las cuales es conveniente conocer su primera diferencia. Mostra-
remos unas cuantas de tales funciones. Es conveniente que el lector use la
definicién del operador A para demostrar cada una de estas férmulas.

(1) Alk] =

[z(™)] = ma(m—Dh

[(az + b)'™] = m(az + b)(™m~Vah
7] = b (b — 1)

)
i)
(i)
v)
) Ale] = e (e — 1)
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(vi) Allnz] =1ln(1+ h/z)
(vii) Allog, z] =log, (1+ h/x)
(viit) Alsenaz] = 2sen (ah/2) cosa(x + h/2)

(iz) Alcosaz] = —2sen(%)sena(z + h/2)

Reglas para el Calculo de Diferencias

A continuacién mostraremos unas cuantas reglas tutiles para el célculo de
diferencias de funciones compuestas. Las mismas son las andlogas a las del
calculo diferencial.

(i) Alf(z) +g(z)] = Af(x) + Ag(x)
(it) Alkf(z)] = EAf(z), k constante

(i) Alf(x)g(x)] = f(x)Ag(x) + g(z + WA S (x)

@) e Af(e) f(x)A(x)
() Algy] = S =wattn)

Ejercicio 7.7 D¢ ejemplos de funciones para las cuales es cierto que
A[f ()] = m[f(z)]"™ D Af(x), y de funciones para las cuales es falso.

Para finalizar esta seccién presentaremos dos férmulas que son en oca-
siones muy ttiles.

Foérmula de Gregory-Newton

Es el equivalente discreto de la férmula de la serie de Taylor

Af(a) (@ —a)V | A%f(a) (z —a)®) I CON G a)™

f@) = fla)+ =4 TR 21 RN TR
(7.11)
donde la cola de la serie, R,, viene dada por
(n+1) _ \(n+1)

(n+1)!

con ¢ entre a y x.

Al igual que en el caso de la serie de Taylor si f es un polinomio de
grado d la suma (7.11) tiene méximo los primeros d + 1 términos porque
la d + 1-ésima diferencia de un polinimio de grado d es cero al igual que su
d + 1-ésima derivada.
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Regla de Leibnitz

La regla de Leibnitz permite obtener la n—ésima diferencia finita del pro-
ducto de dos funciones.

Atz =3 () @knarrety) (7.13)

k
k=0

Esta es una generalizacion de la regla de la diferencia de un producto. Su
prueba se deja como ejercicio.

Ejemplo 7.4 Use la regla de Leibnitz para hallar la n—ésima diferencia
finita de f(z) = x22% con h=1.

Respuesta:

A"[z727]

22 (A"27) + <’11> (Az?)(A" ' E27) + (Z) (A%2%) (A" 2 E?2%) + - -
222" + <711> 2z +1)2°+" + <Z> (2)2° 2

= 2°(®+2Qz+1) (T) + 8(7;))

Noétese que la funcién f(xz) = 2% es su propia diferencia si h = 1, esto es,
A2% = 2% y ademéas como A27t® = 27+Ta ;nor qué?. Esto es, la funcién
f(z) = 2% se comporta como la funcién f(z) = e® en el calculo diferencial.

Ejercicio 7.8 Use la regla de Leibnitz para hallar la n—ésima diferencia

finita de (a) f(z) = x®H, y (b) f(z) =2®2%. (h=1).
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7.3 Problemas

1.

2.

Demuestre que los operadores A y E son lineales y conmutan

Evalie las siguientes expresiones

(a) B(E-1)(E-2)2"+z—-1) (b)) (A+1)(A-1)(z2-1)
(c) (E +2)(2sen2z) (d) (A —1)(E + 2)(x2%)
Encuentre la primera diferencia finita de:
(a) 3203 4 22(=2)  (b) z27+!
(c) 22° —z +2 (d) sz
Exprese como funciones factoriales
(a) 32t —22% +4
(b) (2z + 3)(25[7 +5) 2z +7)
(c) Ba_ (3z+1)(3:t+4)(3z+7)
241
) eernETe
(e) 2a+1)( §§+é)(2z+7)
Use las féormulas de factorizacién siguientes
()= (557)
senz —seny = 2sen|—— | cos
2 2
cosx —cosy = —2sen (a:_;y) sen (%)

para hallar las primeras diferencias de sen ax y cosax

Los nimeros de Stirling de segunda especie cuentan el nimero de par-
ticiones de un n—conjunto en k bloques. Otra manera de definirlos es
como los coeficientes de la expresion de ™ como potencias factoriales

de z®) | esto es:
Z n)a®)

Exprese z°> como potencias factoriales para hallar cudntas particiones
en 1,2,3,4,5 bloques tiene un conjunto de 5 elementos. ;Cuédnto vale
el quinto nimero de Bell, B;?

5
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10.

11.

12.

13.

14.
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. Si f(z) es un polinomio como, por ejemplo, f(z) = 2* + 3z — 1

use la férmula de Gregory-Newton para hallar una representacién del
mismo, en potencias de z — 1

. Use la férmula de Gregory-Newton para probar que la n—ésima dife-

rencia de un polinomio de grado n es agn!h™

. Use la Regla de Leibnitz para determinar la n—ésima diferencia de

x2a®

Halle la n—ésima diferencia de las siguientes funciones con h =1

(a) 5757 (b) 272%  (c) 227

) H. (2" ) erem

Pruebe las férmulas de la diferencia del producto y del cociente de
dos funciones.

Use la férmula 2" = Y"1_, Sp(n)z*®) para deducir una recurrencia
entre los nimeros de Stirling de segunda clase.

Pruebe que
- n
1t () 700 = (-1rarso)
k=0
Use el ejercicio anterior para probar que

“~ (n\ (-1F 2"n]!
Z<k>2k+1 T1.35--(2n+1)

k=0
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7.4 Calculo de Sumas

Definicién 7.2 (Inverso de un Operador) Dado un operador A dire-
mos que A tiene inverso y lo denotaremos por A™' si se cumple que AA™! =
A~'A =1, donde 1 es el operador identidad.

Por ejemplo, el inverso del operador elevar al cubo, []?, es el operador
extraer la raiz ctibica, - Ejemplos de operadores lineales con inverso son
el operador multiplicacién por la constante k distinta de cero, cuyo inverso
es %-—dividir por k. El operador sumar una constante, k+, cuyo inverso es
—k, restar la constante k. Es claro que el operador identidad es invertible.
El inverso del operador E es E~! que significa E~! f(z) = f(z — h).

Dado que el conjunto de los operadores lineales £(V') forman un anillo
con identidad cabe preguntarse si los operadores A y% tienen inverso.
Teorema 7.1 Fy y F5 tienen la misma diferencia si y solo si son iguales,
salvo por una funcién periddica c¢(x) de periodo h, esto es

F1 = F2 + C(CE)
con c(x + h) = c(zx)

Prueba: (=) Si Fi(z) y F(z) tienen la misma diferencia veamos que
difieren a lo sumo en una funcién periédica de periodo h, esto es, que
Fi(x) — F>(x) es periddica de perfodo h. Sean Fy y F tales que AF;(z) =
AF(z), si definimos ¢(x) = Fy (z) — F(x) se tiene que

AC(CE) = A(Fl - FQ) = AFl - AFQ =0

lo cual implica que Ac(xz) = ¢(xz + h) — ¢(xz) = 0 y por consiguiente que
¢(x + h) = ¢(x), como querfamos demostrar.

(«) En el otro sentido, si F; = F; +¢(x) se tiene que AF; = AF, + Ac(x),
pero como c(x) es peridédica de periodo h se tiene que c¢(z + h) —c(z) =0
y por lo tanto AF; = AF5. O

Esto parte al conjunto de las funciones de interés en clases de equivalencias
de manera natural. F' y G estdn en la misma clase si AF = AG, o equi-
valentemente si F' y G difieren sélo en una funcién peridédica de periodo h.
Recuerde que al conjunto de estas clases de equivalencia lo denominamos
conjunto cociente. En lo que sigue, cuando nos refiramos a una funcién nos
estaremos refiriendo a su clase de equivalencia.

Dada F(z) y f(z) tales que

A

ZF() = f(2)
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o equivalentemente
AF(z) = f(z)h
por la definicién de inverso (£)7! debe ser tal que

F) = (D)7 @) (Fa) = A7 @)

Ademas, si denotamos por X al inverso de A y tomamos en cuenta que el
operador A no es inyectivo, esto es, que existen infinitas funciones F' de las
cuales f es su diferencia, se tiene que A~! f(z)h representa, en realidad, a
un conjunto de funciones que son iguales, salvo por una funcién de periodo
h. Por consiguiente, formalmente hablando debemos decir que si F(z) es
una primitiva de f(z), esto es, si AF(z) = f(z)h entonces

> f(@)h = F(x) + c(z) (7.14)

donde c¢(z) es una funcién periédica de periodo h. Llamaremos a ¥ el
operador suma y a »_ f(x)h la suma indefinida de f(z). El proceso de
hallar la suma se denominard sumacién. Observe que A/hy Y ( )h son
operadores inversos.

Noétese, que el operador Y es un operador lineal, esto es, tiene las
siguientes propiedades:

(1) 2 [f (@) + g(@)lh =3 f(2)h + > g(2)h
(i) Y kf(x)h =k f(z)h K constante

(Se omitieron las funciones periédicas)

Sumacién de Funciones Notables

A continuacién se da una lista de las sumas indefinidas de las funciones
notables, esto es, de las funciones a las que con mayor frecuencia hay que
determinarle su suma. Es conveniente que el lector demuestre cada una de
estas formulas. Mas adelante daremos la demostracién de algunas de ellas.
Por comodidad se omitieron las funciones periddicas.

(i) oh=te

g m 2(m+1)
(ii) Sl ):m m # —1

_ r'(z+1
(i) Lol =% Ay = b

La funciéon Gamma, I', se definird mas adelante.
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(i) 3 (az + b)(m) = @™,

(m+1)ah
(v) b =5

ax

(vi) Y e®™ = e

cosa(z—3h)
2 sen %ah

(vii) Y. senax = —

sena(z—1h)

(viii) > cosax = Zson Tk

Ejemplo 7.5 Halle la suma indefinida de 22> — 3z con h =2
Respuesta: FEn primer lugar, como la funcién polinémica no es de las

que pertenecen a la lista de las funciones notables hay que transformarla en
funciones factoriales. Para ello usaremos el método de la divisién sintética.

2 0 -3 0
0 0 0 0

2 0 -3 [0]
2 4 8

2 4 [5]
4 8

Noétese que los incrementos se hicieron de 2 en 2 pues h = 2. Se tiene
entonces que,

Z 27% —3r = Z 2203) + 1223 4 521

= 221«(3) +122m(2) +5Zx(1)

224 1220 52

= T2ttt

Noétese que se usé tacitamente la linealidad del operador Y para picar la
suma en tres partes y extraer las constantes del simbolo de sumaciéon. e

Ejemplo 7.6 Halle la suma indefinida de

(1) 3 (3-2°+ ;55my)
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(i) S (22 4+ (22 + 3)(V)

Respuesta: Usando la linealidad de ) y luego las férmulas notables se
tiene que

IR BRI BE DI

22 (x —h)-D

= St

Y@+ e+3)M) = > a1y (20 +3)0
(=D N (22 4 3)®)
—1-h 2-2-h

Ejercicio 7.9 Halle las siguientes sumas indefinidas

(a) a2, h=2 b)Y sotaere: h=3
(c) S 2c+1)?, h=1 (d) 32-3%, h=2

7.4.1 Sumas Definidas

El objetivo principal de este capitulo es obtener un procedimiento riguroso
para determinar el valor exacto de sumas finitas (sumas definidas).

El teorema que presentamos a continuacién es el responsable de que esto
lo podamos lograr, dicho teorema se conoce como teorema fundamental del
calculo de sumas porque, en efecto, sin él esto no seria posible.

Teorema 7.2 (Teorema Fundamental del Cédlculo de Sumas)

a+(n—1)h

Z fle) = AL ()" (7.15)

Prueba: Si f es sumable existe F' tal que AF(z) = f(x). Por consiguiente,
F(z+ h) — F(z) = f(z). Luego la suma siguiente es una suma telescépica

a+(n—1)h a+(n—1)h

Z fl@) = Y (Fle+h)—F(z)

a
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= F(a+h)—F(a)+ F(a+2h)—F(a+h)+---+
F(a+nh)— F(a+ (n—1)h)
= F(a+nh)— F(a)

Ejemplo 7.7 Halle la siguiente suma definida Y, 2

Respuesta: Por el Teorema fundamental se tiene que

n
Z2z — 2z|;l+1 — 2n+1 _ 21
1

Notese que se puede concluir inmediatamente que

n
Z 2T — 2n+1 _ 9@
a
Ejercicio 7.10 Hallar las siguientes sumas definidas

(a) Yoy (27 +2207%) (b)) Y0237
(¢) 3y« (d) y1—-277"

Teorema 7.3 (Sumacién por Partes)
Y f@)Ag(z) = f(z)g(x) =Y g(z + M)Af(2) (7.16)

Prueba: Sabemos del cdlculo de diferencias que
Alf(z)g(x)] = f(z)Ag(z) + g(x + h)Af(z). Tomando operador inverso en
ambos lados y usando la linealidad de ) se tiene

f@)g(z) =Y fl@)Ag(@) + ) gla +h)Af(2)

De donde despejando se obtiene lo deseado,

Y f@)Ag(e) = f(z)g(z) =Y g(z +h)Af(x)
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Otra presentacién interesante del teorema es

Y f(@)Ag(z) = f(2)g(z) =D Elg(@)Af(x)

También ayuda a recordarlo

ZUAU =uv — ZEUAU

por aquello de que, “Un dia vi una vaca rayada vestida de...”

Asi como el ejemplo obligado para explicar el teorema de integacién
por partes es [ we®dz, el ejemplo obligado para presentar el teorema de
sumacién por partes es Y zb”.

Ejemplo 7.8 Use el teorema de sumacion por partes para hallar la si-
guiente suma definida

n

>

1

Respuesta: Tomando u = z y Av = 2% sale que Au = 1, v = 2%, y
Ev = 2%+, Por consiguiente

D w2t =27 = 1-27T = g7 — 27!

Luego, por el teorema fundamental se tiene que

n
z T _ z+1|nt1
> a2t = a2t -2t
1

[(n +1)27F! —27+2] _[2 — 4]
= (n—1)2""" 42

Ejercicio 7.11 Halle las siguientes sumas usando el teorema de sumacion

por partes.
(a) 3i %2 (b) oy Bz —2)37
(¢) Ylazsentx (d) Y] za® !

Transformada de Abel

La férmula siguiente, que se conoce como transformada de Abel, en honor
al matematico noruego Niels Henrick Abel, es 1til en algunas situaciones

n n

Y f)gli) = fn+1)Y " g(i) — ZAf(i) Zg(j) (7.17)

i=1 =1
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Esta férmula se puede probar llamando g(i) = Ah(Z) y usando el teorema de
sumacién por partes y el teorema fundamental. A continuacién mostramos
un ejemplo de la aplicacién de dicha férmula.

Ejemplo 7.9 Use la transformada de Abel para hallar una férmula cerrada
de
i

2

g
7 - 4(3)

1 i=1

Pero como,
1 7 n+1 1\n+1 1\ 1
~ (1 _ () _G) Gy
2 2)  Lt-1 0 -1 - 2
i—1 34 —3 —3
Se tiene que,
n Z 1 n9 n (3
> 5 = (n+1)1—<§> —21—<—
i=1 - i=1
r 1 nq n 1 (3
[ 1\"] 1\"
- 1\
= (n+2)|1- <§> —-n

Ejercicio 7.12 Pruebe la formula de Abel

Ejercicio 7.13 Use la tranformada de Abel para hallar las siguientes sumas

() S1k+2)25 (6) SIE (¢) YU Kb
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Sumas de la forma Y 5*P(x)

Ahora nos dedicaremos a hallar una férmula que permita calcular sumas

de la forma
Y B*P(k)  B#1

en base a las diferencias de P(k).
Para toda F'(z) se tiene que,

ABEF(R) = BHF(k+1) = BEF(k)
= BIEF(k) - BEF(R)
= BY(BE - 1)F(k)

Si P(k) = (BE—1)F(k), entonces F(k) = F7£ y ademds 3* (BE—1)F (k) =

B P(k) lo que implica que AB*F(k) = B*P(k). Por lo tanto,

ATHB*P (k)] ATHABF(k))

= B'F(K)

= g P®)

- Bkmm)
:/£:Bu+lr4pw

Bk 1
= B —1B0+A)1 P(k)
B—1

B 1
= P(k
B-105 41 (k)
_ ﬂk /BA ﬂ2A2
- B—IP_B—1+W—D

- _] P(k)

Concluimos que

k A 2A2
> BEP(k) = b {1—’8 + L s —-

B-1| B-17(-1
Esta férmula es particularmente 1itil cuando P(k) es un polinomio de grado
d porque en dicho caso las diferencias A? con i > d son todas nulas, y la
suma es una suma finita.

: ] P(k) (7.18)
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Ejemplo 7.10 Use la férmula anterior para evaluar | k22k

Respuesta: Como k? es un polinomio de grado 2 basta con calcular las
diferencias de orden 1 y 2 de k2, esto es,

AR =(k+1)? -k =2k +1

AR =ARk+1)=2k+1)+1-(2k+1)=2

Por lo tanto,

2k 2A 22\
22k — 1— . 2
2k 2-1 2—1+(2—1)2 k
2F[k? — 2(2k + 1) + 22 - 2]
28k — 4k + 6]

Finalmente, usando el Teorema Fundamental del Calculo de Sumas se tiene
que,

Yok2F = 2R -4k 4]
k=1
= 2" [n+1)> —4(n+1)+6]—2'[1 —4+6]
= 2" [n+1)?*-4(n+1)+6] -6
2

= 2" (n? —2n4+3) -6

Ejercicio 7.14 Use la férmula (7.18) para evaluar las siguientes sumas
(a) Y7282k —3k+1) (b)) S UK33F  (c) YT K12k

Conmutatividad de ¥ con D y [

Puede probarse que los operadores % y [ conmutan con el operador ),
usando la definicién del operador ) en base al operador A, y a la conmu-
tatividad del operador A con los operadores % e [. Esta afirmacién puede
formalizarse mediante los siguientes teoremas.
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Teorema 7.4 Si f(xz) y F(x) son funciones tales que > f(x) = F(x),

entonces
dF(x) _ d _ d
T = s S fla)y=> @

Teorema 7.5 Si f(z,y) y F(z,y) son funciones tales que Y f(z,y) =
F(z,y), entonces

aF(
azy ayzf” Za (@,9)

Teorema 7.6 Si > f(z,y) = F(z,y) entonces

/de:/Zfdy:Z/fdy

Ejercicio 7.15 Probar los tres teoremas anteriores.

Puede usarse la conmutatividad del operador Y con los operadores D y [
para evaluar ciertas sumas. La estrategia consiste en escribir la suma que
se desea evaluar como una suma de dos o més variables que al evaluarlas
en algin valor particular después de haber derivado o integrado den el
resultado deseado. Veamos el siguiente ejemplo para terminar de entender
el método.

Ejemplo 7.11 Use la conmutatividad de los operadores D y X para evaluar
la siguiente suma
n
>
i=1

Respuesta: Considérese la suma Y 2%% porque al derivarla con respecto
a «a produce Y z2**1n2 que al evaluarla en @ = 1 nos da la suma que
queremos evaluar.

Dicha suma es una suma notable cuya férmula es:

gax
Zan — Z (Qa)z — (25,)}5)_ -

Derivando ambos lados de esta férmula con respecto a « e intercambiando
en el lado izquierdo los operadores suma y derivada se tiene

gar _ gaw
8az Zaa (2“—1)

o B (2% — 1)z2%*In2 — 29% . 2%In 2
ZmQ In2 = @ 1)
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Cancelando los In 2 y sustituyendo o« = 1 se tiene
> w27 =27 — 2" = (2 - 2)2°

y finalmente por el Teorema Fundamental se tiene que,

222’ (i—2)2°7" = (n - 1)2"! + 2

Témese unos minutos para resolver los siguientes ejercicios que le aclararan
un poco mas el panorama.

Ejercicio 7.16 Use la conmutatividad de Y con [ y D para hallar las
siguientes sumas:

(i) 27kt
(i) £ %

(i) >y ksenkz

Ejercicio 7.17 Use la férmula de Y x* para hallar una férmula de Yo k.
Escriba el resultado para el caso x = 2

7.4.2 Series o Sumas Impropias

Una suma impropia es una suma que tiene un nimero infinito de sumandos.
Generalmente se le conoce como serie. El cdlculo de las sumas impropias
se basa en la siguiente igualdad:

o0
Z an = blggo Z an (7.19)
n=a n=

Por lo tanto, para calcular una suma impropia se calcula la suma definida
resultante de cambiar el limite superior por b y luego se halla el limite del
resultado cuando b tiende a infinito.

Ejemplo 7.12 Halle el valor de Ew 1 z(z+2)

Respuesta:
00 N

. 1
Zwm—l—Q ]\}gnooxz:l z(zr +2)

z=1
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Transformamos el término general de la suma para obtener una funcién
factorial que sabemos es facil de sumar. Para ello multiplicamos y dividimos

por z + 1.
1

z+1

z(z +2)

z(z + 1)(z + 2)

Escribimos el numerador como un polinomio factorial

z+1l=a(z+2)+b

para obtener que a =1y b= —1, y por lo tanto

1 _ z+1
r(z+2) z@+1)(z+2)
(x+2)-1

z(z +1)(z +2)

(z+2)

1

z(z +1)(x +2)
= (z-— 1)(—2) —(z— 1)(—3)

N

z(z + 1)(x + 2)

1 N
Zm = > (-1 - (@-1n?

N
= > (-1 =" (@-1)?

N+1

Y finalmente,

o0
S—L = m
— z(z + 2) NS00

z=1
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1 3

= lim [- 2
sy m s vy T4
3

4

Comentarios sobre la funcién arménica. Si n es un entero positivo se
define la funcién arménica

AH, =

y por consiguiente

_ 1
el =Y o =n,

Esta funcién resulta ser la andloga discreta a la funcién logaritmo nepe-
riano. Por lo tanto, las sumas como ) zH, salen usando el teorema de
sumacién por partes........

Esta funcién aparece con cierta frecuencia en cdlculos de complejidades
de algoritmos....

Comentarios
Sih=1y f(z) = 2% se tiene que Af(z) = f(x), esto es,
A2 =271 _ 27 = 27(2 1) =27,

Luego, 2% es la funcién que es su propia diferencia finita. (Recuerde que
D e* = e%). Esto nos dice que 2% en el cédlculo finito se comporta como e*
en el calculo infinitesimal.

La Funcién Gamma

1

—7> Se define la

Con el fin de conseguir una funcién cuya diferencia sea
funcién Gamma, de la siguiente manera:

[(z) = / t* e tdt z>0 (7.20)
0
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Noétese que, si 2 > 0

N
[(z+1) = lim t* e~ tdt
N—oo /g
N N
_ . r(_ —t _ z—1/_ _—t
= A}gnoo lt( e )|0 /0 xt" " (—e )dt]
N
= lim l—N””eN—Hr/ tzlet)dt]
N—o00 0
N
= a:/ ot* e tdt
0
= zl'(z)

Como I'(1) = [ t'~'e~!dt = 1 la recurrencia indica que

Lo que indica que si n entero positivo se tiene que
C(n+1)=n! nezZn>0

Se define y
T
U(z) = . lnF(ﬁ +1) =

A¥(z) = ADInT(z/h+1)

139

(7.21)

(7.22)
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7.5 Problemas Resueltos

1. Demuestre que el operador ) es lineal.
Respuesta: Debo probar que para todo par de funciones fy gy
para toda constante k se cumple que:

OB EEDIE DI

(i) Sk f=kYf
Si Y f+g = Hi(x), entonces f + g = AH;(x). Por otro lado, si
> f+ > g = H, entonces gracias a la linealidad de A se tiene que

f+9=AH,(z). Luego, como H; y H, tienen la misma diferencia se
tiene que son iguales salvo por una funcién peridédica de periodo h y,

por lo tanto, > (f +g) =Y f+ > g+ c(x) o simplemente

Y f+9=Df+> 9.

(ii) Si Hy = Y k- f, tenemos que AH; = k- f. Ysi Hy =k, f
se tiene que AHy = A(kY_ f) y por la linealidad de A se tiene que
AHy = E(AY  f) = k- f. Luego, como H; y H, tienen la misma
diferencia son iguales salvo por una funcién de periodo h y

Skef=kY f.

2. Halle una férmula para senf + sen 260 + sen 36 + - - - + sen nf
Respuesta: Si tomamos h = 6 se tiene que la suma es igual a
né
Y n—gsenz. Por lo tanto

Zsenx = Aflsenm|§n+1)9
z=0
n+1)0
_ cos (z — 36) (n+d)
= ———2~°
02 sen 5 ; 1
_ cosg —cos ((n+3)0)
2sen 2

2

3. Use sumaci6n por partes para hallar Y zH,
Respuesta: Tomando u = H, y Av = z se tiene que Au = z(= y

(2) (I+1)(2)
— — 17
que v = %~, EFv = 5

por partes se tiene que

a’;(z) .'If+]. (2) B

. Luego, usando el teorema de sumacién
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= :I:(Z) — 1 (71“"2)
ol
x
- X g _Z (1)
S Zx
2
x
- 2 g -2
2 z 4? + c(x)
= 53:(2) [H, — 5] +c(z) .
4. Evalde la suma > %
Respuesta: El truco estd en observar que
2z +1 1 1

(z+1)222 22 (z+1)?

y que por consiguiente (xi_””l")'; 5 es la primera diferencia finita de —;—2.
Esto es, W = A(—-%) y por lo tanto
2": 2w0+1 zn:A( Ly _ 1
(x+1)222 2’ x|
1 1 ) )
= ——+1=1-—=.
CESIEN (n+ 1)

Otra forma de resolver el problema es recordar que Hé’“) =2 ﬁ
Por lo tanto

n

21‘4—1 _ ni_#_ 2 (2)n+1
21: CU+1 - zl:x2 (.,L._‘_I)Q_Hmfl Hm 1
= HY - J;Lﬁ)l - (1 - H{”)
ECES

5. Halle un procedimiento sencillo que permita escribir un polinomio
cualquiera P(z) en potencias factoriales de axz + b. Justifique por qué
funciona.

Respuesta: Si P(z) es de grado n entonces P(z) se puede escribir
como

P(z) = an(az + )" + a,_1(az + )"V 4+ - 4 ay (az + D)D) + ag
Como para cada i se tiene que

(az + b)D = (azx + b)(ax — ah +b) - -- (ax — a(n — 1)h + b)
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Sacando factor comin a a en cada factor se tiene que

(az+0)9 = a'(z + g)(x—h-i— g) o (z—(n—1)h+ g) =a'(z+ S)(n)

Por consiguiente:
b _ b (n— b
P(z) = ana”™(z+ E)(") +an—1a"" " (x+ E)m Dy taa (z+ 5)(1) +ao

Si ¢; = a;a’ se tiene que nuestro problema es equivalente a buscar
los coeficientes de P(z) como potencias de (z + 2). Luego el proce-
dimiento consiste en hallar los coeficientes ¢; por divisién sintética y
obtener los a; como a; = <+.

Expresar 3z° —2x +5 como potencias factoriales de (2z—1) con h = 1.

Respuesta: Siguiendo el procedimiento descrito en el ejercicio an-

terior, aplicamos divisién sintética para hallar los coeficientes de la
1

expresién de P(x) como potencias de (z — 3)

3 0 -2 5
1/2 3/2 3/4  -5/8
3 3/2 -5/4 tﬁ@fﬂ
3/2 9/2 9
5/2 15/2

Los coeficientes buscados se obtienen dividiendo estos coeficientes en-
tre 2° para dar:

3 27 31 35
3 _ 3 2 1
3z°2 -2z +5 = 3—3(2$71)( )+22{_7(2$71)( ;:F4—(2$71)(35)+?
= 20218 £ 2o — 1@ L 229, — 1) D) L 22
8(:1: ) +8(x ) +8(:I: ) +8

Halle el valor de: %.7 + 4.75.10 + W?m + -

Respuesta: El denominador del término general de la sucesién que
se desea sumar se puede escribir como k(k + 3)(k + 6) con k =
1,4,7,10,.. ., lo que implica que el paso es h = 3. Nos falta represen-
tar el numerador en base a k. Para representar el numerador en base
a k obsérvese que se incrementa de 2 en 2, mientras que k lo hace de
3 en 3. Para transformar el incremento de 3 en 3 en uno de 2 en 2
le restamos 1 a la k (para hacerla divisible por 3) y al resultado lo

multiplicamos por % Luego, el numerador queda como 3 + —2(k; U,
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equwalentemente (2k+ 7). Por consiguiente la sucesién que se desea
sumar se puede representar por

SL_ T g
= 3 k(k +3)(k +6) B

Esta suma se puede resolver de varias formas, a saber:
e Separando en dos sumandos:

2% 7
KE+3)(k16)  RE+3)(k16)

A T _2y(=3)
= 32’“ 2+3Z(k‘ 3)(=3

e Escribiendo 2k+7 como una funcién factorial de base (k+6). En
este caso esto se logra por simple inspeccién: 2k+7 = 2(k+6)—5.

B ‘Z 2(k + 6) N -5
N k(k +3)( k+6) k(k + 3)(k + 6)

= I -3 - IS (k-3
e Usar sumacién por partes:

1 -3
3 > @2k +T7)(k—3)P)

También se puede expresar el término general de la suma deseada

como
2¢ + 1

(3z —2)(3z + 1)(3z + 4)

con lo cual la suma buscada es

r=1,2,3,...(h=1)

o0

> Qe+ 1)Bz -5 .

1

Esta suma puede resolverse por cualquiera de los métodos antes ex-

puestos, pero como h = 1 usaremos la trasformada de Abel para

ilustrar el método. Si tomamos como f(z) = 2z + 1 y como g(x) =
_5)(-2)

(3z — 5)(=3), entonces Af(z) =y Y. g(z) = % Luego, apli-

cando la férmula de la transformada de Abel
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n

Z (22 4 1)(3z — 5)(=3)

1

n+1 n z+1
_ (3¢ —5)—2 (3j =52
= (2(n+1)+1)T 722 Era—
1 1 1
1 <

= (2n + 3)

1 x+1
—6(3z —2)(3z + 1) |, +§21: [(3]’—2)(3]’-1—1) L ]

_ (2n43) 1 1 1 1 1
B -6 LBn+1)@Bn+4) ﬂ] + 521: [(3x+1)(3x+4) - ﬂ]

n
(2n + 3) n 1 1 (c2) M
= Ty 3z —2 -
Tttt > (o -2) -

6(3n+1)(3n +4) 12 3
1
B (2n + 3) Ll 1B _g)(=n |
N 6(Bn+1)(Bn+4) 8 3 -1-3-1 |
2n+3 1 1

N €% ) B S L L

6(3n+1)3n+4) 8 9(3n-+4) 36

11 (12n + 11)

72 18(3n+1)(3n +4)
Finalmente al tomar el limite cuando n tiende a infinito de esta suma
se tiene el valor de la serie buscada

o (2 12n + 11 _u
nso0 \ 72 18(Bn+1)(3n+4)) 712 °

8. Demuestre que

u vAu — uAv
NO T
vEv
Respuesta: Usando la definicién de diferencia tenemos que

v

A (u) (2) u(z+h) u(z)

v

vz +h) v(x)
v(z)u(x + h) —v(z + h)u(x)
v(z + h)v(z)
v(z)u(z + h) — v(z)u(z) + v(z)u(z) — v(z + h)u(x)
v(z + h)v(z)
v(z)Au(z) — u(z)Av(z)
v(z)Ev(z)

La tercera igualdad se obtuvo sumando y restando v(z)u(z), y la
dltima agrupando y usando la definicién de A.
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7.6 Problemas

1.

Use las sumas notables para determinar los valores de las siguientes
sumas indefinidas

(a) S22 4251 (b) NP —zx+1
() XBz—-1)®  (d) X3+ -2

. Halle el valor de } o<, Hi/(k + 1)(k + 2).

. Use divisién sintética para obtener un procedimiento que permita

expresar un polinomio de grado n como potencias de (z — a). Ex-
tienda dicho procedimiento para potencias de (ax — b). Justifique su
respuesta.

Use el teorema de sumacién por partes para evaluar las siguientes
sumas

(a) Y0 (z— 1H®2e  (b) > 2%sen T (¢) Son_ xe”
(d) Yoo, zcosma (e) ooy (@®* =2z +1)H, (f) Y0 | 2%a”

Hallar el valor de la suma de los n primeros términos de cada una de
las siguientes series

-3.543-5-7T+5-7-9+-
1+324+524+7% 4+

(a
(b
(c
(d

(e) cosa + cos2a + cos3a + -

1
35 357+5-7-9+"'
1 7

135 357+579+"'

) 1
)1
) T3
)
)
Demuestre la transformada de Abel.

Use la transformada de Abel para calcular el valor de las siguientes
sumas

(@) Yoy (k=128 (b) 4 K (0) Xy o%

Muestre que
1 1 1 1 1

sena sen2a senda  sen8a sen2n—lg

= cot (a/2) —cot (2" La) .

Halle la suma indefinida )" H, con h = 1.
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10.

11.
12.

13.

14.

15.

16.
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Los nimeros arménicos H,, se generalizan segin la siguiente férmula:

1 1 1 -
HY =14 ottt — = X%l

A estos nimeros se les denomina nimeros armoénicos de orden i. A
H. ;Z) también se le denomina funcién arménica de orden ¢. Demuestre
que AHQS” = ﬁ y halle EH;Z).

Halle el valor de la siguiente suma: 11? + ﬁ + ﬁ + -
Halle el valor de cada una de las siguientes sumas impropias

(a) S5 +55+35+ -

(b) %+%+5$9+“'
(c) 1%4 2-;54‘%‘*"”
()12 3§7+%+'”
(© St
Muestre que

()Zkl = _n2+n2
(b) 3+3+5+7+ =2

Sume las series

(a) Zk 1 k+21)_k1+3) (b) Zk 1 k+2)(2kkj_41)(k+6)
k—1
(c) Zk:l (2k+1)(gk+5)(2k+7) (d) Zk 1 2k+1)(2k+5)

Muestre que

TL + 1) n+1 +nan+2
>t - ,
(1-a)

si a#l
y concluya que

ad a
E kak = m si |G,| <1.
k=0

Halle el valor de la siguiente suma:

533W+8k+1

33
2k + 1%k



iAbsteneos!—Hay hombres nefastos que,

en lugar de resolver un problema, lo oscurecen
para todos los que se ocupan de él y le hacen
mds dificil de resolver. El que no sepa dar en

el blanco, que se abstenga de tirar.

Id
‘ ap lt ulo 8 Federico Nietzsche. El viajero y su sombra.

Acotacion y
Comportamiento
Asintoético

8.1 Acotacion

Esta claro que cuando investigamos un problema particular de conteo lo
ideal es obtener el valor exacto de la cantidad en cuestién mediante una
férmula cerrada que nos permita con poco esfuerzo computacional calcular
la cantidad deseada.

Sin embargo, en muchas situaciones, lo mejor que podemos obtener
es una recurrencia que no sabemos resolver o una férmula que involucra
sumas y productos. En tales caso, tenemos que conformarnos con obtener
una aproximacién de la cantidad en cuestién. En este sentido podriamos
conformarnos con expresiones como: C'(n) es siempre menor que..., Estd
entre tanto y cuanto..., Estd mayorada por..., Es despreciable frente a...,
Tiene el mismo orden de crecimiento que..., Es asintéticamente equivalente
a..., etc, etc. A continuacién precisaremos un poco estos términos.

Definicién 8.1 (Acotamiento) Se dice que una funcion f(x) estd aco-
tada superiormente si existe una constante M tal que para toda z, f(z) <
M, y se dice que f(x) estd acotada inferiormente si existe una constante
m tal que Ve (m < f(x)). A m y M, si existen, se llaman cotas inferior y
superior de la funcion respectivamente. Si una funcion estd acotada tanto
inferior como superiormente se dice que estd acotada.

147
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Extendiendo esta definicién diremos que la funcién M (z) es cota supe-
rior de la funcién f(z) si para toda x se cumple que f(z) < M(x) y que
m(x) es cota inferior de f(x) si para toda x se tiene que m(z) < f(x).

Para mayorar o minorar una funcién particular puede ser particular-
mente 1til usar el principio de desigualdad (Si f : A — B es inyectiva,
entonces |A| < |B| y si es sobreyectiva, entonces |A| > |B|).

El siguiente ejemplo muestra como se puede acotar una funcién con el
fin de tener una aproximacién de la misma.

Ejemplo 8.1 Halle una cota inferior y una cota superior al nimero de
particiones de un conjunto de n elementos en k bloques; en otras palabras,
mayorar los nimeros de Stirling de sequnda clase.

Explicacién: Sea II;(n) el conjunto de las particiones de [n] en k bloques.
Para hallar una cota inferior de |II;(n)| = Si(n) consideremos el conjunto
A=A{f:[n] - [k]/f(i) = isii € [k]} (Esto es, A contiene todas las
funciones de [n] en [k] tales que restringidas a [k] son la identidad). Se
tiene que |A| = k"%, pues la imagen de k < i < n puede ser cualquiera de
los k elementos de [k]. Por lo tanto, la siguiente funcion es inyectiva

f — Ty (particién asociada)

y, en consecuencia,
—k
k"% < Sk(n)

Por otro lado, para hallar una cota superior consideremos uno de los k—sub-
conjuntos de [n] que contienen al 1 al que denominaremos A, y sea B, =
{f:In] = A, : f(i) =iVi€ A,}. Se tiene que |B,| = k"% y hay (Zj) de
tales B,. Por lo tanto, si B = UB, se tiene que |B| = (Zj)k"*’” pues los
B, son disjuntos (ninguna funcién coincide pues difieren en sus conjuntos
de llegada). Ademds, como B contiene sélo funciones sobreyectivas de
[n] = A, cada una de estas funciones induce una particién en k bloques,
luego la funcidn siguiente es sobreyectiva. (Justifiquelo.)

f — Ty (particién asociada)

y por lo tanto

-1
n—k< H < n n—=k
< imwl < ()6
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El proceso de acotar una funcién puede no ser facil, y ademas la cota
hallada puede ser burda, esto es, la cota superior puede estar muy por
arriba de la realidad y/o la cota inferior puede estar muy por debajo. Si
esto es todo lo que podemos conseguir, no nos queda mas remedio “que
tomarlo o dejarlo.” Maés vale saber algo que no saber nada.

8.2 Notaciones asintoticas:

Es posible que, en la férmula que representa una funcién, haya términos
despreciables para valores grandes de la variable independiente que al ser
suprimidos nos permitan tener una expresiéon mas sencilla de la funcién sin
perder la informacion relevante que la misma proporciona. Esto justifica
que tratemos de conseguir aproximaciones de una funcién en estudio para
valores grandes de la variable indepediente .

Cuando queremos describir el comportamiento de cierta funcién cuando
x crece sin limites se suelen usar expresiones como: “f(z) crece sin limites”,
“f(x) se acerca a un valor dado sin alcanzarlo”, “f(z) tiende a cero”,
etc., etc. En célculo acostumbramos decir: “f tiene por asintota la recta
y =2z + 1 o la recta y = 3” para indicar que para valores muy grandes de
z la funcién se acerca mucho a la recta en cuestion.

En la presente exposicién consideraremos que las funciones en estudio
son las funciones de IN en IR, en otras palabras, son sucesiones de nimeros
reales. Diremos que una funcién f : IN — IR tiende a L o tiene limite L
cuando n tiende a infinito si para todo £ > 0, existe ng tal que si n > ny,
entonces |f(n) — L| < e. De igual manera, diremos que f tiende a infinito
cuando n tiende a infinito si para todo M > 0, existe ng tal que si n > ny,
entonces |f(n)| > M. En cada caso escribimos:

S =L g fn) = oo

Note que una sucesién puede no tener limite finito ni infinito, por ejem-
plo, la sucesién 1, —1,1,—1,... no tiene limite.

Saber que una funcién tiende a un limite finito o infinito cuando n tiende
a infinito no constituye una informacién muy precisa pues hay muchas fun-
ciones que tienden, por ejemplo, a infinito. Nuestro interés serd precisar
qué tan rapido tiende al limite. En el sentido de: tiende mas rapido que,
tiende tan rapido como, tiende menos rapido que.

En lo que sigue usaremos la palabra asintética con una interpretacién
sutilmente diferente.... “f estd asintéticamente dominada por g” para in-
dicar que para n suficientemente grandes un miultiplo de g es mayor que f
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o-chica

Para describir qué tan rapido crece una funcién definiremos la notacién
o—chica. La notacién o—chica fue inventada por Edmund Landau como
sigue:

y es esencialmente la misma definicién inventada por Paul du Bois Reymond

Edison inventé en 1871y que establecia que

la luz eléctrica

siete aflos des- (
fn)

pués, en 1878 f(n) < g(n) < lim —2 =0

La notacién o—chica, o equivalentemente, <, es transitiva e irreflexiva,
por lo tanto, es un cuasiorden sobre el conjunto de las funciones, digamos,
de IR en IR.

Conviene tener en mente las siguientes observaciones sobre la notacién
o-chica o su equivalente <.

Observaciones

e La notacién f < g debe interpretarse como “f es asintdéticamente
despreciable frente a g”, esto es, para n suficientemente grande, f se
puede despreciar frente a g.

e o(g) representa en realidad el conjunto de todas las funciones que al
dividirlas entre g su limite al infinito es cero, esto es,

o(g)={f: IN - R/ lim i:O}

n—o0 g

e f = o0(g) debe interpretarse como f € o(g)

e Una igualdad del estilo o(g)o(f) = o(gf) debe interpretarse en un
solo sentido o(g)o(f) C o(gf)

La siguiente proposicién puede ser 1til en el momento de decidir si una
funcién es o—chica de otra.

Proposicién 8.1 Demuestre que si g,h > 0 crecen sin limite, entonces

In(g(n)) <1n(h(n)) = g(n) < h(n)
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In g(n)

Prueba: Silng < Inh se tiene por definicién que lim,, nh(n) = 0.
Debemos probar que lim,, % = 0. En efecto,
lim M = lim ™ fy = glimn—oo (Ing=Inh) — g=00 —

n—oo h(n) n—oo

ya que como lim,, oo h = 0o y lim,,_ o ig iEZ; = 0 por hipdtesis.

lim (Ing—1Inh) = lim (Ing=Inh)

Jim Jim h Inh=-1-00=—-00

O

Alerta: el reciproco es falso (g(n) < h(n) 7= In(g(n)) < In(h(n))), con-
sidere g(n) = n y h(n) = nlnn, claramente g < h pues

. n .
lim = lim — =0
n—oco nlnn n—oco Inn

pero como lng(n) =Ilnn y lnh =1n(nlnn) =lon + Inlnn, se tiene que

lim g(n) . Inn

oo h(n)  noeolnn +lnlnn
Ejemplo 8.2 Demuestre que
1. loglogn < logn
2. n¢ =o(n'en) ¢>1

Explicacién: (a) Aplicando la regla de L’Hospital

loglogn o 1
IL o = lim + L = lim ] =0

(b) Queremos probar que n® < n'°8", Por la proposicién anterior basta
probar que clnn < lognlnn. Esto dltimo, en efecto, es cierto pues

clnn ~ lim c ~0

im —————
n—oo lognlnn  n—oo logn
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Escala de crecimiento

Si0<e<1<e, efectuando las comparaciones adecuadas se puede cons-
truir la siguiente escala de comparacién, que puede ser particularmente util
para decidir qué lugar ocupa una funcién en estudio en la misma y tener
una idea de qué tan rapido crece.

1 <loglogn <logn <n® <n <n° <n'°8" <c® <n™ <"

En esta escala todas las funciones, salvo la funcién 1, crecen sin limite.
Tomando los inversos se puede construir otra escala en la cual todas las
funciones tiendan a cero.

Ejercicio 8.1 Demuestre que

(#ii) o(g1) + o(g2) = o(max{g1, ga})
(iv) o(g1)o(g2) = o(g192)

(v) Si A >0 entonces |o(g)]* = o(g")

Equivalencia y Proporcionalidad Asintética

Si limn_mo% = 1 decimos que f y g son asintéticamente equivalentes o

asintéticamente iguales y escribimos f ~ g. Y si limy,_ o L = k decimos
que f y g son asintéticamente proporcionales y escribimos ; ~k-g

Ejemplo 8.3 Demuestre que

f~g= f=g+olg)

Explicacién: (=) Si f ~ g, se tiene en base a la definicién que lim,, 5 =
1 y debemos probar que f = g+ o(g) o equivalentemente que f — g = o(g),
lo cual significa que lim,,_, % debe dar cero.
En efecto se tiene que

f—9 f g

lim —= = Ilim =~ — lim ==1-1=0
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pues por hipdtesis lim,, 5 =1.
(<) Supongamos que f = g + o(g) y queremos probar que f ~ g.
g9+ o(g) g o(9)

lim i: lim =—== = lim =+ lim

=1+0=1

Por lo tanto f ~ g

Ejercicio 8.2 Demuestre que

frk g f=Fk-g+o(g)

O-grande

153

Definicién 8.2 (O-grande) Se dice que f es O-grande de g, y se escribe
f=0I(g) ¢ f(n) =0(g(n)), si existe una constante positiva k y un nimero
natural ng, tales que para todo natural n mayor que ng se tiene que |f(n)| <

klg(n)|. Simbdlicamente,

f=0(9) <= Bk > 0,n0)(Yn > no(|f(n)| < klg(n)]))

Si f = O(g), decimos que f estd asintéticamente dominada por g. Deben
tenerse en cuenta las siguientes observaciones sobre la notacién O-grande

Observaciones

e O(g) representa el conjunto de todas las funciones que estan asintéti-

camente acotadas por un multiplo constante de g, i.e.

O(g) = {h: R — IR : (3k,z) (Ve > zo)(|h(2)| < klg(2)])}

e f = 0O(g) significa que f € O(g)

e O-grande es transitiva y reflexiva, esto es
(i) Si f=0(g) y g = O(h) entonces f = O(h)
(1) g =0(g)

e No se puede invertir el orden de una expresién como n = O(n?),
porque lo que resulta no tiene sentido: (O(n?) = n). La expresién
in® + 0(n?) = O(n®) tiene sentido, pero deja de tenerlo si se in-
vierte. Esto es equivalente a la igualdad del lenguaje: “Un perro es
un animal”, que deja de tener sentido si se invierte “Un animal es un
perro.”
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e En una expresion del estilo O(g1)O(g2) = O(g192), s6lo debe probarse
la contencién C

Ejercicio 8.3 Demuestre que
(i) 9=0(9)
(i1) O(O(g)) = O(g)
(iii) A(O(g)) = O(g)

(iv) O(g1) + O(g2) = O(max {g1,g:})

(v) O(g1)0(g2) = O(g192)

(vi) Si XA >0, entonces |O(g)|* = O(g7)

Ejercicio 8.4 Demuestre que si f = o(g), entonces f = O(g)

Ejemplo 8.4 Demostrar que el nimero de comparaciones, C(n), que hace
el algoritmo de ordenamiento por intercambio dado por el codigo siguiente,
cuando ordena un arreglo con n claves es O(n?)

fori:=1ton—1 do
for j:= i+1 to n do
if ali] < a[j] then intercambia(afi],afj]);

Explicaciéon: El algoritmo hace una comparacién cada vez que se ejecuta
el segundo for y este se ejecuta con j variando de ¢ + 1 hasta n, esto es, se
ejecuta ;. o, 1 veces. Y como el primer for se ejecuta con i variando
entre 1 y n — 1 se tiene que

C(n) = z_: Z lzz_:(n—i—l—l-l)

i=1 j=i+1 i=1
n—1 n—1
- B PR N U )
= Y- Yi=won
i=1 i=1
_ n*-n
N 2
Luego, como "22_" < n? usando k = 1, se tiene que C(n) = O(n?) .

Ejercicio 8.5 Determine el orden del algoritmo de multiplicacion de ma-
trices de n X n.
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Si la funcién f a la cual pretendemos acotar es una funcién de varias
variables, como por ejemplo, f(n,m) = n?+m, sélo tiene sentido decir que
f(n,m) = O(g(n,m)) si existe ng, mo y k, tales que si n > ng,m > mg se
cumple que |f(n,m)| < k|g(n,m)|. Pero hay que tener cuidado en ciertos
casos, como por ejemplo: f(n,m) = O(g(m)) si existe mo y k tales que si
m > myg se cumple que |f(n,m)| < klg(m)|.

El siguiente ejemplo ilustra ciertos detalles sutiles que vale la pena tener
en mente.

Ejemplo 8.5 Hallar una aprozimacion asintdtica de Y, [(7) + O(k)]

Explicacién: La expresién (}) + O(k) representa técitamente a todas las
funciones de las dos variables n,k de la forma (}) + f(n, k) para las que
existe una constante C' y ko tales que si k > ko se cumple que |f(n, k)| <
C - k. Pero, ademas, debido a la sumatoria, el dominio de f(n,k) estd
restringido a 0 < k < n. Realmente la constante C' se puede elegir de tal
forma que |f(n, k)| < C -k sea vélida para toda k. Por lo tanto, como

k=0

y como ademds por desigualdad triangular se tiene que

|£(n,0) + f(n, 1) + -+ + f(n,n)| |f(n,0)] +|f(n, D] + -+ + | f(n,n)]
C-04+C-14C-24---+Cn

= C) i
=0

n(n+1)
2

ININ

= C

Se tiene entonces que | Y1 f(n,i)| < C’@ y, por consiguiente, Y f(n,i) =
O(n?) y, finalmente

é { (:) +O0(k)} =2" + 0(n?)

Una definicién similar a la definicién de O-grande es la definicién de
Q-grande que daremos a continuacion.

Definicién 8.3 (Omega Grande) Diremos que f es Omega Grande de
g y lo escribiremos como f = Q(g), si exvisten xo y ¢ tales que para todo
x > xo se cumple que |f(z)| > c|g(x)]
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Queda claro de la definicién que si f = O(g), entonces g = Q(f). Un caso
particularmente interesante ocurre cuando f es a la vez O(g) y Q(g)

Orden Exacto

Definicién 8.4 (Theta Grande (©-grande)) Se dice que f(z) es Theta
Grande de g(z) y se escribe f(x) = ©(g(x)) si f(x) es simultdneamente O
Grande de g(x) y Omega Grande de g(x). En otras palabras, f es Theta
Grande de g si existen constantes positivas A, § y xy tales que si x > xg
entonces d|lg(z)| < |f(z)| < Alg(x)|.

Si f es Theta Grande de g, decimos que tienen el mismo orden y lo repre-
sentamos también por f < g¢.

Ejemplo 8.6 Dar una prueba grifica de que Y. i = O(n?).

Explicacién: Lasuma ) . ;i se puede representar graficamente como la
suma del drea de una sucesién de n rectdngulos de base 1 y altura i, con
1 < i < n, como se muestra en la Figura 8.1.

w o ~

Figura 8.1: Suma Y. i

Podemos observar en la figura que para todo n el area de dichos rec-
tangulos es menor o igual que el drea del cuadrado de lado n, pero mayor
que la del tridngulo isorectangulo de catetos de longitud n. Por lo tanto,

se tiene que
n? -
. 2
g2 isn
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con lo cual concluimos que

Noétese que el drea del tridngulo es el drea bajo la curva f(x) = z y pudo
n
haberse calculado por la integral fon xdx = ’”2—2 ‘0 = "72 Obsérvese ademas

que por este camino podemos hallar el valor de 2?20 i pues la misma segun
la gréafica es la suma de un tridngulo isorectdngulo de catetos de longi-
tud n mas n tridngulos isorectdngulos de catetos de longitud 1, lo cual da

no._n® 1
Yicol =%+ 50, °

Ejercicio 8.6 Demuestre grdficamente que In (n!) = O(nlnn)

A continuacién mostramos un resumen de las definiciones bésicas nor-
malmente usadas cuando se pretende dar una aproximacién asintética a
cierta expresion.

Definiciones Basicas

Dadas ¢(x) y ¢(z), dos funciones de z, positivas para todos los valores
positivos de x

® o chica.
Se dice que ¢ es o chica de ¢ y se escribe, ¢(x) = o(¢(z)) si

lim, o % =0

e O Grande.
Diremos que ¢ es O Grande de ¢ y escribiremos, ¢(z) = O(¢(z)) si
existe zo a partir del cual el cociente % se encuentra acotado, esto

es, si existe una constante A > 0 tal que ¢(x) < Agp(x) para todo
T > X0

e () Omega Grande.
o(z) es Omega Grande de (z)—¢(x) = Q(¢(x))—si existen zg y
d > 0 tales que ¢(z) > dyp(x) para todo z > zg

e O Theta Grande (Orden exacto o Equivalencia asintdtica).
Se dice que ¢(z) es Theta Grande de (z) y se escribe ¢(z) =
O((x)), si #(x) es simultdneamente O Grande de 3 (z) y Omega
Grande de 9 (z). En otras palabras, existen constantes positivas A,

0y xo tales que § < Z’)Ez; < A si z > x9. También suele escribirse

¢(z) < P(z)
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e Proporcionalidad asintética.
¢(z) es asintéticamente proporcional a ¢ (z) y lo denotaremos por
o(z) ~ AYp(z) silimy o0 % =A

e Igualdad asintética.
Diremos que ¢(x) es asintéticamente igual a (z) y escribiremos

B(w) ~ () si lim, oo X5 = 1

8.3 Aproximaciones Asintéticas

El objetivo principal de esta seccion es mostrar herramientas que permitan
hallar aproximaciones asintéticas a ciertas cantidades que queremos contar
pero que por alguna razén nos resultan muy dificil o imposible contar con
exactitud. Una aproximacién asintética de la funcién f es una expresion de
la forma f(n) = g(n)+ O(h) o f(n) = g(n) + o(h) que resultan vélidas s6lo
para valores suficientemente grandes de n. Una de tales aproximaciones es
por ejemplo:

1 1 1
+0(

1
H,=lhn+vy+— 5
n

_— ) 1
2n  12n2 + 120n4 ) (8.1)

Donde v es la constante de Euler y se define como lim,_,o (H, —Inn) y
su valor con 10 cifras exactas es 0,5772156649.

También resulta muy 1til saber que la funcién factorial se puede aprox-
imar por la siguiente férmula, pues puede ayudar a simplificar los cdlculos
en muchas ocasiones.

. 1 1 139 1
l=v2m (=) (1+ =+ 55 -5 +0(=) ) - 2
" ”” (e) ( T 1on T 28802 51407 O(n4)> 52

Maés adelante mostraremos una tabla con algunas de las aproximaciones
que deben tenerse en cuenta cuando se pretende aproximar asintéticamente
cierta funcién dada.

Definicién 8.5 (Error Absoluto y Relativo) Se dice que una aproxi-
macidén asintdtica tiene un error absoluto de O(g(n)) si tiene la forma
f(n)+0(g(n)), donde f(n) es una expresion que no involucra a O, y se dice
que tiene un error relativo de O(g(n)) si tiene la forma f(n)(14+0(g(n))),
en la cual f no involucra a O.

Por ejemplo, la aproximacién asintética de H, mediante la expresién (8.1)
tiene un error absoluto de O(n~°), mientras que la aproximacién asintGtica
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de n! mediante la expresién (8.2) tiene un error relativo de O(n~*). Real-
mente la aproximacién (8.2) no tiene la forma requerida por la definicién,
f(14+0(n=*)), pero la misma se puede reescribir como

va (2) (14 o+ s - ) 1+ 0

nt = Va3 <1 * 120t 28802 ~ 51003 ) L HOGE) -

Una manera de recordar la forma que debe tener la férmula para saber
qué error absoluto o relativo tiene cierta expresion, es recordar que cuando
manipulabamos numeros que estaban afectados de un cierto error usabamos
expresiones como 2,58 £ 0,02 que significa que el valor medido oscila entre
1,56 y 1,60. Esto es, que lo méas que pudimos habernos equivocado es en 0,02
unidades. Mientras que si queremos exhibir el error relativo que estamos
cometiendo extraemos factor comun en la expresién original, esto es:

error absoluto

= 0,02

2,58 £ 0,02 =2,58(1% ’58 )
NI

relativo

El error relativo nos da una idea de qué tan grande es el error cometido en
comparacién con la cantidad que estamos midiendo. Si tengo 2 bolivares
y pierdo 1 bolivar, me preocupo; pero si tubiera 1 millén de bolivares y
perdiera 1 bolivar, ni me enteraria.

El error absoluto se relaciona con el niimero de decimales correctos a la
derecha de la coma decimal si se ignora el término O, mientras que el error
relativo corresponde al nimero de cifras significativas correctas.

Cuando se desea obtener una aproximacién asintética de una funcién
dada, la tarea puede resultar ficil si dicha funcién es suma o producto de
otras dos de las cuales se conoce ya una aproximacion asintotica. Esta
afirmacion se formaliza por medio del siguiente teorema, cuya prueba es
inmediata y se deja como ejercicio.

Teorema 8.2 Si fi = g1 + O(h1) y fo = g2 + O(hz2) son aprozimaciones
asintoticas de fi1 y fo respectivamente, entonces

(a) si f = fi + f2 entonces f = g1 + g2 + O(max{hy, ha}) es una aprozi-
macion asintdtica de f.

(b) si f = fifz2, entonces f = gi1g» + O(max{higs, hagi,h1h2}) es una
aproximacion asintética de f.

Una afirmacién equivalente es cierta para o—chica en lugar de O—grande.

Ejercicio 8.7 Halle una aproximacion asintdtica de
(a) C(n) =2(n +1)H,, — 2n con un error absoluto de O(n=%)
(b) D(n) = (H,)? con un error absoluto de O(n~*%).
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Ejercicio 8.8 Evalie la suma_, _, #W con un error absoluto de O(n™?).

Cuando la funcién que se desea aproximar asintéticamente es de la forma,
f% con a un nimero real, no natural, o involucra funciones logaritmicas o
exponenciales, la situacién se complica considerablemente y es menester
en la mayoria de los casos considerar series de potencias. Empezaremos
recordando un poco que es una serie de potencias y considerando algunas de
sus propiedades para luego aplicarlas a la resolucién de problemas concretos.

La siguiente tabla muestra una serie de aproximaciones que es necesario
en algunos casos tener a mano y en mente.
Algunas aproximaciones Asintéticas:

1 1 1 1
H, = 1 — 1 O(>) .
LT g T T T 10w T O
g - ~_ 1, t _t t 1
n 6 n  2n2 6n 30n°> 42n7
n! 2n(n)n 1+1+ = 139 +(1)
I = T — —_— _— —
e 12n ~ 288n2  5140n3 nt
!
B, = 2[npar ](_1)"/2—1ﬁ(1 +27" 437"+ 04
™
1
1=, = L+z+22+ 22 +22 4+ 0(2%) .
2 3 4
In(l1+z2) = Z_%+2%_§+f(z5)'
z _ ELELE 5
e = 1+z+2!+3!+4!+0(z).

Nota: algunas son vélidas sélo en la cercania de CERO...

Aproximacién de Series de Potencia

Una serie de potencias es una suma infinita de la forma

S(z) = Z an(z — )" (8.3)

n>0

Se dice que una serie de potencias converge para xr = xg, si el valor
de esta suma es un nimero real cuando se sustituye x por zy. Recuérdese
que toda serie de potencias converge por lo menos para x = c¢. Recuérdese
también que toda serie converge en un entorno de radio R alrededor de c.
Dicho radio se denomina radio de convergencia y puede valer entre CERO
e INFINITO.
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Se dice que una serie de potencias converge absolutamente si la serie de
valores absolutos converge, esto es, en nuestro caso, si

S@) = lan(z —o)"| = Y laull(z — )" < oo (8.4)

n>0 n>0

Si la serie de potencias (8.3) converge absolutamente para algin valor
T = x9, entonces

S(z) = O(1) paratodo |z| < |zl
Porque en dicho caso,

15@)] < lanll(z = )" <D lanl(zo — o))" < k-1

n>0 n>0

Anélogamente, como

S(z) = Z a;iz’ + ™ Z a;rt™™

0<i<m i>m
= E a;x’ +z™ - S (z)
0<i<m

si S(z) = O(1), se tiene que |S'(x)| estd ocotada, por lo tanto S'(z) = O(1)
y por consiguiente,

S(z) = Z a;z’ +x™O(1)
0<i<m
= Z a;iz' + O(z™)

0<i<m

Empezaremos por un ejemplo sencillo

Ejemplo 8.7 Hallar una aprozimacion asintdtica de /a con error abso-
luto de O(n™*)

Explicacién: El truco consiste en escribir adecuadamente {/a y luego
aplicar la serie de e® y truncar adecuadamente.

n Ina
Va = et Va — o7
Ina In2a 1In’a

= 14— —— +0(Mn*
+n+2n2 6n3+ (n™")
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Los dos siguientes ejemplos son un poco més interesantes y es necesario
recordar las series notables. En la tabla siguiente se dard un resumen de
las series que aparecen con mayor frecuencia.

2 3 X n

z r T N
¢ = 1tz —Zn!
n=0
1 o0
— 2 3 e — n
- = l+z+z°+2° + —Zx |z| <1
n=0
z2 oz > "
In(1-— = — — — — — — .- = — <1
a(l-a) R REED W
3 z° z7 & (—1)”1‘2n+1
sen x = :L’——!-f-—!——!-f-"':nzzg)m
1.2 1.4 1.6 S (—1)”1‘2n
cost = oot gyt :nz::O 2n)!
3 5 z7 0 (_l)nx2n+1
t - _r 4 2 .= =
arctan z 3 + 5 - + ;::0 @n+ 1)

(8.5)
Ejemplo 8.8 Demuestre que si f < 1, entonces
In(1+0(f(n))) = Of(n)

Explicacién: Sealn(1+g) € In(1+ O(f(n))), entonces g = O(f) vy, por
lo tanto, se tiene que existe ng, y k tales que |g| < k| f]; adem&s como f < 1
se tiene que lim, . { = 0, por lo tanto, Ve > 0 existe ng tal que si n > ng
|f(n)| < e. Tomando € tal que € - k < 1 se tiene que

gl <Eklfl]<e<1l si nm>ng

Por lo tanto, paran > ng se tiene que |g(n)| < 1y por consiguiente podemos
usar la serie de In (1 + g(n)) si n > ng, esto es

2|,

In(l+g) = g—F+%—-- sioJgl<1

+ w9,
w|<,

= g-(1- —-) st gl <1

NSRS
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Nétese que no tiene sentido usar la serie del logaritmo si no tenemos
la certeza de que |g(n)| < 1. Para n suficientemente grande (n > ng), la

. 7 . 7 2
serie dentro del paréntesis estd acotada por 1 — 5 + 5 — -+, que es una
serie convergente, porque la serie del logaritmo converge si |z| < 1. Por
consiguiente,

IIn(1+g)| < lgl- &' < KI|f]

esto es, In (1 + g) = O(f) Q.E.D. .

Ejemplo 8.9 Demuestre que si f(n) = O(1), entonces
U = 140(7(r)

Explicacién: Si f = O(1), entonces existe k tal que para n suficientemente
grande |f(n)| < k- 1. Sea g € O(f), entonces e € e°(f) quiero ver que
ed € 1+ O(f). Por transitividad g € O(1), esto es, existen ng y k' tales
que si n > ng entonces |g| < k'. Ademds, usando la serie de e” se tiene que

2 2
9 — g 4. = 9.9 ..
ef =1+g+5;+ —1+g(1+2!+3!+ )

Pero 1+ & + g + --- es O(1), porque como g = O(1) para n > ng la
sumal+%+g3—?+---estéacotadapor1+’§—;+k3;!2+---, que es una serie

convergente, que converge por ejemplo a K. Luego g(1+ & + 93—? +--4)es
O(g) vy por transitividad es O(f), por lo tanto, e € 1+ O(f) QED o

Ejercicio 8.9 Demuestre que si f = o(1) y fg = O(1), entonces se tiene
que (1+0(f))°¥ =1+ 0(fg)

Ejercicio 8.10 Demuestre que si u = o(1) (equivalentemente u < 1), en-
tonces

) —— = L+u+u®+- - +u”+ O®u™!
1—-u

1
(b)) — = l+u+u’+-+u"+o(u")
1—u
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8.4 Representaciones y Desarrollos Asintoti-
cos

Escala de comparacion

Definiremos la escala de comparacion £ inductivamente por las reglas si-
guientes

e Las funciones 1,n%, (logn)?, exp (yn?), donde a, 3,y son nimeros
reales no nulos, y p es un entero positivo pertenecen a la escala £.

e Sig €& ygs €& entonces gi1go € E
Esta escala de comparacién satisface las siguientes propiedades
Propiedad 1 Para todo g € £, g > 0 para n suficientemente grande
Propiedad 2 Vg € £, si g # 1 entonces g — 0 6 g — oo cuando n — oo.

Propiedad 3 Dos funciones diferentes cualesquiera de £ son comparables
mediante o 6 O.

Coémo comparar en esta escala

Dos funciones cualesquiera de la escala se pueden comparar con solo com-
parar 7, p,«, 8. La comparacién se hace segun el orden lexicografico de las
4—tuplas correspondientes.

En algunos casos, consideraremos una escala de conparacién formada
por una sub-familia de £. Por ejemplo, la clase de las funciones de la forma
n*(logn)®. En ciertos casos, podriamos estar interesados en agrandar la,
familia £ para permitir los logaritmos repetidos como loglog, logloglog. ..
o las exponenciales de compuestas como exp(exp), exp(exp(exp))

En fin, generalmente, denominamos escala de comparacion a toda fa-
milia de comparacién que satisface las tres propiedades 1,2,3.

Comtnmente decimos que una funcién f es

e acotada, o constante, si f = O(1)

e logaritmica, si f = O(logn)

lineal, si f = O(n)

cuadratica, si f = O(n?)

e exponencial, si existe una constante ¢ > 1 tal que f = O(c")
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Desarrollo Asintdotico

Comparar una funcién f(n) con una funcién de la escala &£, es buscar si f
posee una parte principal cg en £, es decir si existe una constante ¢ # 0 y
una funcién g € £ tal que f ~ cg cuando n tiende a infinito. Se probara
que si tal funcién existe es unica.

Si f ~ cg, estoes, f = cg+o0(g). Para aproximar f con mayor precisién
uno compara de nuevo la funcién f — cg con las funciones de £. Si f —cg
tiene una parte principal en £, se tiene que forzosamente h = o(g) y que
f = cg+dh+o(h). Este proceso se puede repetir. Si generalizamos se tiene
el siguiente resultado.

Definicién 8.6 Llamaremos un desarrollo asintdtico en k términos de la
funcion f con respecto a £ a la suma c1g1 + 292 - - - Cr gk tal que

f=cig1 +cago- - crgr + o(gr)

donde c1,co,...,c, son constantes reales y g1,9o,--.,gr Son funciones en
€ tales que para todo i en [1.k — 1], giv1 = o(g;).

Observaciones:
1. El desarrollo asintético de una funcidn, si existe, es unico.

2. Si f admite un desarrollo asintético, por la propiedad 1, existe un ng
tal que si n > ng, entonce f(n) # 0. Ademads, por la propiedad 2, |f]
debe tender a 0 6 co cuando n tiende a infinito. Esto permite concluir

mn

que una funcién como nsin 5* no admite un desarrollo asintético.

3. Por lo general los desarrollos asintdticos de interés tienen pocos tér-
minos. Por ejemplo, de acuerdo a la observacién anterior, la funcién
f(n) = n® + nsin Z* admite sélo un desarrollo asintético, a saber,

f(n) =n® + o(n?).

Representaciones Asintoticas

El uso de la notacién o chica es 1til en la bisqueda de una equivalencia
asintética de una funcién f. Pero, cuando f ~ g, ella no permite apreciar
la velocidad de convergencia de £ hacia 1.

Sean, por ejemplo, f1 y f2 dgos funciones tales que, para n suficiente-
mente grande

S| ot

|filn) —1] <

[02]

|f2(n) —1] <

n3
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Es probable que f> tienda a 1 mas rdpido que lo que lo hace f; cuando
n tiende a infinito. Pero esta apreciacién se pudo haber obtenido de las
siguientes férmulas, que son mads precisas.

film) = 140()

fa(n) =14+ 0O( L

=)

Es por esta razén que la notaciéon O grande es de gran utilidad en la esti-
macién asintotica de una funcién

Definicién 8.7 Se dice que una funcién f admite una representacion asin-
totica con k términos en € si existen contantes reales ¢y, Ca, ..., cp—1 Y fun-
ciones gi,9gs, .- ., gk € € tales que

f(n) =c191 + 292+ +Cp—1gk—1 + O(gk)
donde para todo i en [1..k — 1], giv1 = o(g;).
Observaciones:

1. Si f admite un desarrollo asintético de k términos, entonces admite
una representacién asintética de k términos.

2. Si f admite una representacion asintética de k > 2 términos, entonces
admite un desarrollo asintético de k — 1 términos.

3. Si f admite una representacion asintética de k > 2 términos, entonces
llamamos parte principal de f, ala suma ¢y g1 + cogo + -+ Cr—19k—1-
Conforme a lo precedente, la parte principal de una funcién, si es que
existe, es tnica.

4. Cuando f = O(g), o mejor aun, f = O(g), se dice que g tiene el mismo
orden de grandeza que f. Se dice que la representacién f = c1g1 +
O(g=) tiene un error absoluto de O(g2). Cuando f = ¢1g91(1+ O(g2)),
el error relativo cometido es O(g2).

5. Cuando uno conoce la representacién asintética de dos funciones fi
y f2, aplicando las reglas de célculo ... se obtiene ficilmente las de
fi+ fo vy fifz. Se hace lo mismo si fP si p es un entero positivo.
Pero, en los problemas donde aparece f¢ donde « es un nimero real,
oln f con f >0 o0 exp(f), el método es mas laborioso. Si estos casos
se presentan, se buscard cambiar la funcién, de modo que intervenga
la clase de las funciones o(1), esto es, aquellas que tienden a CERO
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cuando n tiende a infinito, y aplicar después los desarrollos limites en
la cercania de 0 siguientes:

Y r=lnn+vy+0(%)

= =1+u+u? 4+ +u"+o(u") 6 O(u™t)

et =1+u+% + Lt o(u”) 6 O(ut)
a4 =0 4 D o) 6 0

n

(L+w)*=%",(9)u' + ow™) 6 O(ut)

(3

En la siguiente seccién se justificard el uso de tales desarrollos.

Familia Logaritmo Exponencial

La familia de las funciones Logaritmo-Exponencial se define recursivamente
como la menor familia que satisface las siguientes propiedades

e La funcién constante f(n) = « estd en £, para todo real «
e La funcién identidad f(n) = n estd en £
[ ]

n) y g(n) estdn en £, también lo estd f(n) — g(n)

Si f(
e Si f(n) estd en £, también lo estd e/ (™)

Si f(n) estd en Ly es “eventualmente positiva”, entonces In f(n) estd
en L.

8.5 Foé6rmula de Sumacion de Euler

m b
> fk) = / bf(w)dw+2%f(’“‘”(m) + Rp,  (86)
a<k<b a k=1 a

b
donde R,, = (_1)m+1/ Mf(m) () dx, a < b enteros (8.7)

o m! m > 1 entero
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8.6 Problemas

1.

2.

Demuestre que si f = o(g), entonces f = O(g).

Multiplique (%2 -1 4+0(2)) por (n+0(y/n)) y exprese el resultado
en notacién O.

Demuestre que Inn! = O(nlnn)

Bajo qué condiciéon podemos afirmar:
Sifi <¢1y f2< ge, entonces fi + fo < g1 + g2. Dé un ejemplo en el
cual la proposicién anterior falle.

Demostrar que

1+ in O™ =1+ -2)1+0mY)

vn vn
(a) Demuestre que si f = o(1), entonces
1+ f+0(g) =1+ )1+ 0(9)-

(b) ;Sera suficiente pedir que f = O(1)? ;Por qué...? Si no es sufi-
ciente, ;qué hipotesis adicional se requiere?

Demuestre que si u < 1, entonces

1 X
1_—u2:1+u2+u4+____+_u2k+0(u2k+2)

Demuestre que si u < 1, entonces

1
m:1+2u+3u2+---+kuk71+0(uk)

Demostrar que

(a) u=v+ O(f) ssiv=u+ O(f)
(b) Siwv#0, entonces u =v+ O(1) <= u =v(1 + O(1/v))
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10.

11.

12.

13.
14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.
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En cada uno de los siguientes pares de funciones decida cudl crece
mas rapido

(a) nV™, /"
(b) n™™ (Inn)?

(c) (nh)™, n™

Demuestre que para todos b,c € IR logyn = 0O(log.n). Miés ain
demuestre que son asintéticamente proporcionales y halle la constante
de proporcionalidad.

Acote graficamente a la suma Y . i? y demuestre que tiene orden
exacto n®, esto es, que Y ., i? = O(n?).

.2 e s Inn
Halle una expresién asintética de f(n) = e » —1
Hallar una representacion asintdtica de S, = EZ:O nz;—i-k’ con tres
términos.

1

R con tres

Hallar una representacién asintética de S, = Y ,_,
términos.

Demostrar que

(n+a)"™" =n"*" (1 +a(r — g)m1 +0(n2))

Mostrar que la sucesién C,, definida por la siguiente ecuacién en dife-

rencias
n—1

2
C’n—a+bn+gkz:%€k

tiene el mismo orden de magnitud que nlogn.

2n

™) con un error relativo del orden

Halle una expresién asintética de (
de O(n=3).

Exprese ¥/n? como una serie de potencias usando el desarrollo de e*
y deduzca cuél es el orden de crecimiento de v/n?

Use la féormula de sumacién de Euler para hallar una expresién asin-
tética de H,. OJO....

La notacién o chica tiene las siguientes propiedades:

(a) ko(f(z)) = o(f(2)),
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)
f(@) +of(@)) = f(@) (1+2ED) = f@)(1 + (1)),
1

para toda k € IR.

22. Demuestre que Vf1, f2, g1, g2 se cumple que

(fi + O(g1))(f2 + O(g2)) fif2 +O(f192) + O(f291) + O(9192)
fif2 + O(max {fig2, f201,9192})
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8.7 Problemas Resueltos

1. Demuestre que si f = o(1), entonces
u=v(l+0(f)) & v=u(l+0(f))

Prueba: Siu € v(1+0(f)) ={h=v(1+f1) : f1 € o(f)}, quiero ver
que v pertenece a u(1+O(f)), esto es, quiero ver que v = u+ufo,con
f2 € O(f).

Siu € v(l+O0(f)), entonces u = v(1 + f1) = v+vfi con fi € O(f),
pero como f; = O(f) se tiene por definicién que |f1| < k| f| para algin
k y para n suficientemente grande. Pero ademds como f = o(1), se
tiene que lim, .o f = 0, y por lo tanto también lim, .., fi = O.
Por consiguiente “=* — 0, y por lo tanto lim, ;o & = 1. Y como
consecuencia, lim, ;o ¢+ = 1y lim, o == = 0. Por lo tanto, si
definimos a fo = *—* se tiene que fi es asintéticamente equivalente
a fy y por consiguiente fo = O(f) y en consecuencia v = u + ufa con

f2=0(f) QED

2. Halle una expresién asintética de (

orden de O(n=3?).
Prueba: Usando la siguiente aproximacién de la funcién factorial

n!=+v2mn (E)n (1 + L + L + O(n3)>
e 12n = 288n2
se tiene que
n,n,n (n!)3
2m(3n) (3?”)?)” (1 + Tzn) + W + O(n_3))

[Varm (2)"]° (1 + & + 55z +0(~2))

3n
n,n,n

) con un error relativo del

_ g2 (14 55+ s +0(070))
= . "
2 (14 3 + 55 + O(n9))
33n+1/2 (1 + 5a7 + 15912n2 + O(nia))
2 (L4 4+ g +0(072)
33n+1/2 2
= 1- —+—+4+0n3 )
2mn ( 9In + 81n? +0(m™)

El lector debe desarrollar el cubo y luego efectuar la divisién para
asegurarse de haber entendido como se sacaron las cuentas.

3. En cada uno de los siguientes pares de funciones decida cudl crece
mas rapido
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(a) n!V7, /0™
(b) n'™Inn In (n!)
(C) nlnlnlnn, (lnn)|

Respuesta: (a) Si k > 1 para n suficientemente grandes se tiene
que nVn < g < N " La segunda desigualdad es vélida si n > k2,
mientras que la primera se cumple porque el exponente crece mucho
més rapido, tal vez se observe mejor si tomamos logaritmos

Vnlogn! < nllogk < n'log\/n

(b) Como In (n!) = O(nlnn) basta con comparar n'™'"" vs nlnn.
Si tomamos logaritmo a ambas expersiones se tiene respectivamente
(Inlnn)lnn y lnn + Inlnn; luego como (lnlnn) - Inn es mayor que
Inn+Inlnn se tiene que n'™ ™™ es mayor que nlnn y en consecuencia
mayor que In (n!).

(c) Si tomamos logaritmo de ambas expresiones nos queda (Inlnlnn)-
Inn vsin[(Inn)!y comoln (n!) = ©(nlnn) concluimos que In [(In n)!]

O(Inn - Inlnn). Por lo tanto n'm™n7 < (Inn)!

4. Demuestre que si u < 1, entonces

1 o
m:1+u+u2+---+u’”+0(uk+l)

Prueba: Como u = o(1) se tiene por definicién que para todo € > 0
existe zo tal que si z > g, entonces |u(z) — 0| < g, en particular
tomando un € < 1 se tiene la siguiente igualdad dada por la expansion

en serie de Taylor de la funcién ——

T—u:
. T4+u() +u()® + - +ul@) +u(z)" ™ +u(z) T+
1—u(z)
para todos los > xy. Esta puede escribirse como
_ =14u(@)+ - F+u@)" +u@)"Q+u+u®+--)
1—wu(x)

La suma 1+ u +u? + --- es O(1), porque la misma estd acotada por
1+4+e+¢e?+4--- que es una serie convergente debido a que ¢ < 1.
Finalmente, se tiene que

1

1—-u(x) Ltu(@)+ - +u@)" +u@) "M (T+u+u®+--)
= 1+u@)+ - +ul@)"” +ul@)"T0Q)
= l+4u(z)+ - +ul@)"+0W")



Apéndice A

Respuestas y Sugerencias

Capitulo 1

1.

2.

10.
11.
12.

13.

(m + 1)"; principio fundamental.

(g) (;) /3! = 15; principio fundamental y pastor. También particiones
de tipo (0,3,0,0,0,0).

6%. Pricipio fundamental; elegir la pareja de cada hombre.
210 — 25: principio de adicién.

Lo que importa es el nimero de monedas que se le asigne a cada

persona. Hay (")) maneras.

30, principio fundamental fijando la cara inferior, y coloreando la
superior y las laterales en ese orden.

(a) nk, (b) n!S, (k).

(a) 5!, (b) 4!(%) +3!1(5) + 3(21)2(3), (c) 600.
360. Pastor.

945. Como el ejercicio 2.

@) (7), 0 (), (© (3), (d) m™

2002.

(a) (k+1)", (b) (k+1)", (c) (2° = 1)".

173
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14.
15.
16.
17.

18.

19.
20.

21.
22.
23.
24.
25.

APENDICE A. RESPUESTAS Y SUGERENCIAS

126.
q(q —1)(q — 2)(¢®> — 2¢ + 2). Chequee el caso ¢ = 3.

(a) k™, (b) K2, (o) (5)", (@) (5)".

Principio de adicién. Clasificar los k—subconjuntos de [m + n] ade-
cuadamente.

("n")-

(a) (4=1)> () (1)

Usar el principio fundamental: i—ésima operacién colocar la i—ésima
persona en las k taquillas.

34650, 33810.
9l A[x|B|

(™"

m
3('°) + 10°
2600

Capitulo 2

1.

2.

76— 5)
Pl
1—r

a

(n=m+1)(n+m)
2

Qp — Gm—1

n(n+1 n(n+1)(2n+1 n(n+1
(a) “O5E, (b) HEEHEREL, () (252

(s=r+1)(r+s) (;L—m—i—l) (n+m)

(n — 1)27tt 4+ 2. Usar o calcular el valor de la serie geométrica
ZOSiSn 2!

Como en el ejercicio anterior puede perturbar la suma, escribirla como
una suma doble e invertir el orden de sumacién o puede derivar la serie
geométrica
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11.
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TL2

(&) 741, (b) ?Jﬁ)ﬁ (¢c) 1. Descomponer en fracciones simples y

cambiar variables

L

Paso clave: Hyy1 = Hy + 357

Capitulo 3

1.

2.

10.
11.

12.

13.
14.

Simetria y formula (})k = n(Zj)

n2"~t. Usar la férmula (7)k = n(Zj)

Como en ejercicio anterior y luego usar simetria y convolucién de
Vandermonde

. Puede probarlo algebraicamente. Intente hallar una prueba combina-

toria

Puede necesitar usar la férmula de sumas superiores del ejemplo 3.3
de la péagina 46

Principio de adicién. Clasifique los p + 1—subconjuntos de [n + 1]
segun su elemento maximo

El argumento es similar al del ejemplo 3.1

Derive o integre segtin le convenga

i = (i) +6(;). +6(;) Y Xicicnt® = T
it = (1) +14(3) +36(5) +24())

Usar la formula (}) = (ngl) + (Z:i) y cambiar variables

Sin comentarios. Note que las primeras cinco potencias de 11 son las
primeras cinco lineas del tridngulo de Pascal

1 +k\ (n+1 k ;
Transforme la suma hasta 55 3,5 (" )(Z_H)(—l) aplicando el

ejemplo 3.1 simetria y formula (})k = n(Zj) Finalmente use (}) =

(“DFEY) vy e (B () = (%™ para obtener como resultado

ﬁﬂ(fn) =[n =0], esto es, cerosin >0y uno si n = 0

Seguir las instrucciones dadas

n(n + 1)2"=2. Tal vez necesite algiin resultado previo
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Capitulo 4

1.

®

10.
11.
12.

13.

14.

15.

N v e w

26! — 2(23!) — 22!
Conjunto base: las permutaciones de [n], p;: @ estd seguida de i + 1

Cuente lo sugerido directamente y usando inclusién-exclusién

Yocica (DB =) =81= (1) T+ (5) -6/ — (5) - 5! + 4!
12!d;5

Yiso CDI()(n-1=d)+ (-1)"

Observacién crucial: Dado un conjunto de v vértices, un grafo es un
subconjunto de pares, no ordenados, de dicho conjunto de vértices

Use la sugerencia dada pasando k! al otro mienbro.

Cuéntelo directamente tomando en cuenta que un m—subconjunto de
un n—conjunto es una n—tupla de ceros y unos con exactamente m
unos.

Contarlo directamente. Como mal ubicado...
2 (1102119 - i)!

(a) Ca sos totales: nP. Propiedades: pZ el vagdn i estd vacio.
N(piph...p),) = “ningtin vagdn vacio”

(p1p2 ) =nP—= (1) (n=1)P+(3) (n—2)P+- - -+ (") (n—n)?. Luego

la respuesta es Y (—=1)*(7)(n —i)?/n? (b) exactamente k ocupados
es equivalente a exactamente n — k vacios, que se determinan con la
formula e, = > i, (=1)77HE( s; (c) Por comparacién la

suma da... n! o CERO.

ifri+k)

Escriba el problema como una una ecuacién sujeta a ciertas restric-
ciones, y justifique que lo que se quiere contar son algunas de las

composiciones fuertes de 2n + 1. La respuesta es (%') — 3(3).

(a) Casos totales: n!. Casos favorables: Al menos una reciba la carta
que le corresponde. Por el complemento: n!— ninguno reciba la carta
que le corresponde. N (piph---pl,) = Sy () (n —i)! = dyn. Luego
la probabilidad deseada es (n! —d,)/n!. (b) Exactamente k reciban
su carta. Es una aplicacién de la férmula e, = Y1, (—=1)%(.* : )i

La respuesta es ey /n! = L (7) S0 (=1)7F (77 k) (n—1)!

15
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Capitulo 5

1.

10.

11.

Para obtener la recurrencia resuelva el determinante por la primera
fila. Esta recurrencia se puede transformar en una de primer or-
den pasando D,,_; al primer mienbro para obtener D, — D, 1 =
a’(D,,_1 — Dy_3) que puede resolverse tomando b, = D, — D,_;.
También puede resolverse como ecuaciéon de segundo orden con coe-
ficientes constantes.

.y = Ap—1 + ap—2,n > 2; a0 = 1, a4 = 1, as = 2. Estos son
los niimeros de Fibonacci. Su solucién es a, = %[(#)"‘H -
(152)mH]

3

(a) La recurrencia es: a,, = 2a,—1 + 2 con a; = 2, cuya solucién es
a, =2"t1 — 2. (b) ...

Sélo halle la recurrencia; su solucién se deja como ejercicio para el
Los . . 1
préximo capitulo. La recurrencia es: an, =Y ;- Giln—;

p =26p_1+ an_oconn>2;a=1,a0 =2,a5 =5

Chn=Ch1+2(n—-1),n>2;Co=1,C; =2, Cy =4. Su solucién
esCph=n>-n+2n>1,Ch=1

D, =aD,_, —bcD,_>, D; =a,Ds = a®> — be.
Gp =0p_1+ap_ o2+ 1cona; =2,a, =4

Use complemento para contar las secuencias con un nimero impar de
ceros. Larecurrenciaes: a, = a,_1+3" !, conag = 1,a; = 2,as = 5.

Aplicar el principio de adicién dos veces conduce a a, = 3a,_1 +
3a, 2, conayg = 1,a; =4,a, =15

anp =(n—1ay,—1+ (n—1)a,_2,con a; =0,a2 =1

Capitulo 6

1.

(a) X(2) = 2z y 2, =27 (b) X(2) = m—dr—ssy ¥ Tpn = 2712 —

-2z (1—2)3(1-22)

2 2
BB (0) X(2) = b y o = $ 4+ 3@n - D=1

_ C(z)—cotaozo
X(Z) - ao+aiz

2% — (n+1)
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Esta sucesion se llama sucesién de Fibonacci en honor al matemaético
italiano Leonardo de de Pisa quien vivié entre 1175 y 1250 y estudio
la sucesién 0,1,1,2,3,8,.... Fibonacci es una abreviaciéon de Filius
Bonacci que significa “hijo de Bonaccio.” La solucién es:

fu= FUER)"" = (5" = FlERE)™ - (155))
+\f)

Nota: si fo = 0y fi = 1, la respuesta es: f, = \}_[( 5
(5.

X(2) = 14 g2y v 2 = L[R2 - (352)"sin < Ly xo = 1.
Sug.: Multiplicar las series.

Sug.: Usar un argumento similar al del problema de las parentiza-
ciones binarias.

Observe que a cada lado de cada cuerda debe quedar un nimero par
de puntos. Coloque una cuerda y clasifique las posibles configura-
ciones en base al numero de puntos que quedaron de un lado y con-
sidere el nuevo problema como si tubiese dos nuevas circunferencias.
Justifique.

La funcién generatriz es: A(2) = y—53355 ¥ an = \/glzn [(3 4+ v/5)"
(3—+5)"]
Use la definicién de convolucién para concluir que Y (2)? — Y (z) +

(fﬁfﬁif! = (2::12) 0

z = 0. La solucién es: y, =

Sug.: Manipular el sistema de ecuaciones en diferencia dado para
obtener un sistema de ecuaciones que relacione las funciones genera-
trices de las sucesiones.

Capitulo 7

1.

2.

3.

(a) =+ 275 4 co); (b) Z 4@ 4 D ey o),

ge+2

@)@iiil+c()M)?:T—2m+c@ﬁ

Hpir+1
1- nt¢2
Expresar P(z) como combinacién lineal de {(az + b)' : 0 < i < n},

procedear como en el ejercicio (5) de la pagina 141 y observar que
cada nuevo coeficiente es el resto de dividir sucesivamente P(x) por

(@—¢)
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11.

12.

13.

14.

15.
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(a) 2" (n? — 5n + 8) + 16; (c) ﬁ[(ne —n—1)e" +¢;

(3) @) 3) )
() [N _ D2 4y p 1]H,,y, — HDD 4 DTy

2n+5)(2n+3)(2n+1)(2n—1) | n(4n®—1) .
(a) %-i-( )( )8( )( ), (b) ( )7 ) %_m,
(d) ;-

1 1 . sena(ntg) 1
3 T 1@ 3 @) (e) Zsen = 3

Sug.: Usar la férmula de sumacién por partes y el teorema fundamen-
tal del célculo de sumas.

n . n(n+1)(2n+1) n
(a) (n =227+ +4; (b) MG, (o) 2 — 2E2,

S H,=xz(H, — 1)
Aplicar la definicién de los operadores Ay > .

. 1 1 1
limy, o0 (73 = 4(2n+1)(2n+3)) =12

: 1y 1. : 1 1 3 _ 1.
(a) hmn%m(l—n—ﬂ) =1;(b) hmTHOO(Z_2(2n+1) +4(2n+1)(2n+3)) - 4
(c) &= — W; (d) Diverge; (e) Diverge.

Sugerencia: Usar la férmula para sumas de la forma Y 8% P(x), tam-
bién puede usarse sumacién por partes o transformada de Abel (Ver
ejemplo 7.9)

(8) 2Hni1 + 55 — sty — 10 () 7500 () limnooo (75 = g +

1 ) —
(2n+3)(2n+5)/ —

Gl

Sug.: Usar la férmula para sumas de la forma ) 5 P(z) o el teorema
de sumacion por partes.

Capitulo 8

1.

DA

Sug.: Usar las definiciones.

Tn —1+0(/n)

Sug.: Expresar Inn! como una suma y dar una prueba gréfica.

Sug.: Discuta su respuesta con su instructor.

Sug.: Tome z € 1+ ﬁ + O(n~') y pruebe que pertenece a (1 +

L)1+ 0(n ).
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6. Similar al ejercicio anterior.

7. Sug.: Use la serie de la funcién ﬁ y proceda como en el ejercio (4)
de la pagina 172.

8. Similar al ejercicio anterior.

10. (a) Sug.: Usar proposicién (8.1); (b) ...



