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Préactica 3

1.- Se arrojan 4 monedas simultaneamente, si suponemos que:

a.- las monedas son iguales

b.- las monedas son distintas
¢Cuantos resultados distintos se pueden obtener en cada caso?. ¢Cuantos de los resultados tienen
dos caras y dos cruces?

2.- Enuna clase de 10 alumnos van a repartirse tres ( 3 ) premios. De cuantas formas puede
hacerse si:

a.- los premios son diferentes

b.- los premios son iguales

Sugerencia considere los casos siguientes: a) una persona no puede recibir mas de un
premio; b) una persona puede recibir mas de un premio.

3.- En la empresa CH, la supervisora tiene una secretaria y otras tres auxiliares
administrativas. Si hay que procesar 7 cuentas, de cuantas formas la supervisora puede asignar
las cuentas tal que cada asistente trabaje al menos una cuenta y que el trabajo de la secretaria
incluya la cuenta mas cara.

2.6
4.- Determine el término central en la expresion (VE — xT) , no desarrolle el producto.
Ayuda: resuelva aplicando el binomio de newton.

5.- Demuestre mediante un argumento combinatorio que S,(n) =2"*-1.
6.- Demuestre utilizando argumentos combinatorios que:
2 (F)=2(3)+ b= (i) =n (")
7.-  Determine la forma cerrada de Y.~ i(i-li-l)
8.- Determine la forma cerrada de la suma Y-, (a; — a;_1)
9.- Determine la forma cerrada de la suma Y-, §=r ij
10.- Determine la forma cerrada de la suma Z};O%
11.- Aplicando el método de perturbacion de la suma a )., iH; determine la expresion

.y 1 , .
cerrada para );i-, H;. Utilice que H,, = };1; para todo n, nimero natural distinto de cero.



12) Probar combinatoriamente que
I(n
2= (k)
k=0

13) Mostrar por un argumento combinatorio que
(5:1)=(3)+ (% )" )+ ()

14) Probar combinatoriamente, que si

m
( n ) : nimero de maneras de escoger n objetos de un grupo de m objetos (n<m), entonces:
(7)-(")+(353)
A)\n)=\n )+\n-1
m m
(7)-("s)
Nn/)=\m-n

15) Probar la identidad 1x1! + 2x2! + 3x3! + ... + nxn! = (n+1)! - 1

16) Mostrar que:
v n(7)-n (7))
b) (,-?)+2 (g)+ +’7(2)=n><2"'1

n
17) Para cualquier n, mostrar que ( k) es maximo cuando:

n-1 n+1 . .
=, sines 1mpar
2 2

n
k=— sinespar
> p

k

18) Mostrar que:
(m)(K)-((m5)
19) Mostrar que

(k)= (") wer

m
20) Si extendemos la definicién de ( n ) param €R, de la forma

(?)_nﬂm-ugwrn+n

E}

demostrar que

(%) -co(""77)



21) Halle la forma cerrada de S, = 5, <, k2*.

Aplicando el método de perturbacién[2] tenemos

Spt(n+1)2 = 3" (k+ 128 = Y gkt Y ok

0<k<n 0<k<n 0<k<n
1— 2n+1
=2 Y k2F4+ > (228 =25, +2
0<k<n 0<k<n - =28, +2"t2_29
1-2
Finalmente
S, =(n—1)2""" 42
22) Trate de usar el método de perturbacién para evaluar S, = >, ., kHy y concluya que

di<hen He = (n+1)H, —n.
Empleado el método de perturbacién en S, y sea K = [1...k]

Spp1 =S+ (n+ DHppy =1+ > (k+1)Hepa

keK
= 1+Zka+1+ZHk+1
keK keK
1 1
=1 k| H —_— H —
Y ( k+k+1)+z( Hkﬂ)
keK keK
k 1
= 1 H —_— H —_—
D RHE+ Y D Hed Yy i
keK keK kEK KeK
= 1+S8.,+ Y Hp+n
keK

Notese que S,, aparece a la izquierda y derecha de la igualdad. Por lo tanto se cancela. Ma-
nipulando las expresiones restantes se obtiene

1

E Hip=(n+1) <Hn+> —1-n=(n+1)H, —n.
n+1

keK

23) Halle S,, = sum}_,k? escribiendo la suma como una doble suma. Notando que

E=k+--+k

k veces
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podemos escribir los términos de la sumaciéon como sigue

Sp =
1+
2+2+
3+3+3+

n+n+---+n
N—————
n veces

indexando las filas del arreglo anterior en j y las columnas en k, y sumando por columnas
podemos reescribirla como sigue

la cual se resuelve como sigue

Su= > > k

1<j<n j<k<n
k—k+j . .
=7 DL ki)=Y (k)
1<j<n j<kti<n 1<j<n 0<k<n—j
S Sl 1D SIS S
1<j<n \0<k<n—j 0<k<n—j
1 . . ‘ .
= X:<%”ﬁWJ+U+JW]+U>
1<j<n
1 , N .
= 5 2 =i+ —j)+2j(n—j+1)
1<j<n
1 ) o1 ) .
= 52(71 +n—j —|—]):5 Z(n +n)—Sn—|—Z]
1<j<n 1<j<n 1<j<n

Finalmente despejando S,, y manipulando obtenemos

o
I

(n?® +n) Z 1—|—%n(n+1)

1<j<n

W =

= % (2n(n® + n) + n(n+1)) = %n(n +1)(2n+1)
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24) Halle S,, = >";'_, k2" escribiendo la suma como una doble suma.

Notando que S,, =1-2+2-2243-23 ... entonces los términos de la suma se pueden escribir
como

S, =
2+
444+
8+8+8+

271 Jr 2n Jr - Jr 2n
n veces

indexando las filas del arreglo anterior en j y las columnas en k, y sumando por columnas
podemos reescribirla como sigue

_ k| P 2 —2ontt
Seo= | X F X T
1<j<n \j<k<n 1<j<n
. . 21_2n+1
= D @MY=t 3 2@”2”“‘(1 2 )
1<j<n 1<j<n B

= p2ntt_ontl L9 = (n —1)2" T 2

donde

m n+1

P= 3 et —amg— —

m<k<n

25) Cudnto vale la suma de los cuadrados de los primeros n ntmeros impares escrito como una
suma doble.

Si N es el n-ésimo numero impar

Sp= Y kK= > (2k-1)

1<k<N 1<k<n
k impar
= > (P —4k+1)=4 > K -2a(n+1)+n
1<k<n 1<k<n
= 4 Z Z E—2n(n+1)+n
1<j<n j<k<k

= %n(n +1)(2n+1)—2n(n+1)+n

- b))
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26)Halle S, = Sn_, k*Hy.
Sea K = [1...n] y aplicando el método de perturbacién

Spi1 =8, +(n+1)2H, 11 =1+ Z (k4 1)?Hyyq

keK
1
_ 2 _ 2
= 1+ ) (k+1) (HﬁkH) > (k+1)Hy + (k+1)
keK keK
= 1+ (K +2%k+DHe+ (k+1)
keK
= 1+Zk2Hk+22ka+ZHk+Zk+Zl
keK keK keK keK keK

1
= 1—|—Sn—|—2zka—f—((n—i—l)Hk—n)—|—§n(n—|—1)—|—n
keK

Como S, aparece a ambos lados de la igualdad se cancela. Finalmente obtenemos una expresion
para ), ., kHj, como sigue

1 1
Z kHy = in(n +1)H, — Zn(n -1)
keEK

Intuitivamente se debe perturbar >, .., k3H,, para encontrar una expresién cerrada para
Z1§kgn k2 H;,. Entonces aplicando el método de perturbacién a S, = Z1§kgn k3Hj,

St =S+ (n+1)*Hypr =1+ > (k+1)*Hp

keK
1
=1 %+ 3K 1) Hp+—
+ ) (K 43k + 3k + )( k+k+1>
keK
= 14+ ) KFHe+3Y FH,+3) kHe+ » He+ Y (k+1)°
keK keK keK keK keK

Nuevamente S,, aparace a ambos lados de la igualdad y se cancela. De la igualdad restante
podemos deducir una expresion para » ;. k2H,, como sigue

(n+1)°Hpy1 —1-3> kHy— Y Hp— Y (k+1)?

keK keK keK

> K’Hy :%

keK

% [(n +1)°Hp —1-3 (;n(n +1)H, — in(n - 1))
- ((n+1)Hp, —n) — (én(n +1)@2n+1)—n(n+1) — n)}

1 1 1 1
= gn(n +1)(n+ §)Hn + En(i’m -1)- En(n +1)(2n+1)
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27)Hallar una férmula cerrada para S, = 3, -, () (1) k-

ro= ()0 =G50
ro= ()=

e 2065 00)

B8)Halle >, k(7).

1<k+1<n
donde
n\ [(m n\ (n—k
o= () () -6
_ n __ . n k _
P, = (z+41) _’;)<k;>x conz =1

Otra forma de solucién es como sigue:

Dada P, podemos deducir que

d d <~ (n
n—-1 _ 2 n _ n—1 _ v k
n2 = (x+1) :1 n(z —1) |m—1 dx (k>x
r k=0 r=1
_ "\ d _ "\ (n k—1 _ ” n\ = n
S (e =X ()] =) =2 ()
k=0 = k=0 1 k=0 k=1
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